
Sur une dquation diff6rentielle du premier ordre. 

Par 

M. Lavrentieit ~ Mo~ou. 

Le but  de cette Note est de construire une fonction f (z ,  y) continue 
par rapport ~ l'ensemble des variables x et y dans Ie carr6 (0, 0);  
(1 ,0) ;  (1, 1); (0 ,1)  et telle ClUe pour tout point Xo, Yo ( 0 ~ z o ~ l ,  
0 <z yo<: 1) il existe au moins deux eourbes int~grales de l'~quation 
diff~rentielle 

dy (1) = f(z, y) 

passant par ce point et distinctes clans un domaine aussi petit clue l'on 
veut autour du point zo, Yo. 

I1 parait que rexistenco des ~luations ayant la propri6t~ indiqu~e n'a pas 
encore ~t~ d~montr~e. Je dois mentionner iei une Note de M. T a m a r k i n e l ) ,  
off l 'auteur montre que pour toute fonction f(x, y) v~rifiant une  certaine 
condition il existe au moins deux courbes int~grales de P~quation diff~- 
rentielle (1) passant par l'origine des coordonn~es. Voici cette condition: 

,,On peut trouver une fonction continue positive eroissante ~ ( u )  qui 
poss~de les propri~t~s suivantes: 

( 1 2 )  ]f(x,y~)--f(z,y,)[~_~(ly~--yll), (v,(O) = O) 

darts le rectangle R~ ( ~ a ~ ,  -1- b 1); l'int6grale 

Uo 

,e (~) 

est convergente pour u--~ 0." 

1) .Sur ]e th6or~me d'unicit~ des solutions des ~quations diff6rentielles ordinaires", 
Math. Zeitsehr. 16 (8.!40, S. 207--218. 



198 M. Lavrenti,ff. 

Pour la d6monstration de son th6or~me M. T a m a r k i n e  ne se serf 
au fond que de la condition suivante: 

(12') If(x, y)-- fix, re(x)]] >_ ~(fy--  m(x) l), 
y = (p (x) 6tant une courbe int6grale de l'6quation ~(1) passant par !'origine: 

I1 ~st ais6 de voir qu'il existe en effet une infinit6 de fonetions 
continues f(x, y), v6rifiant la condition (12') .  On volt ainsi qu'il existe 
une classe de fonctions continues f(x, y) telles qu'au moins deux courbes 
int6grales distinctes de l'6quation (1) passent par l'origine. 

II suit aussi de la condition (12') qu'il existe pour tout po in tde  la 
eourbe y = ~(x)  au moins deux courbes int6grales distinctes de l'6qua- 
tion (1) passant par ee point. 

On pourrait eomprendre l'6nonc6 de M. T a m a r k i n e  dans le sens 
qu'il s'agiv d'une fonction f(x, y) v6rifiant la condition (12) pour tout 
couple de hombres Yl, Y~; bl ~ Yl ~ b~; b 1 ~< y.~ < b~. Darts ee cas, on 
d6duirait de la d6monstration du th6or~me, que si une fonction f(x, y) 
v6rifie la condition (12) il existe pour tout point du rectangle R 1 au 
moins deux courbes int6grales distinctes de l '6quation (1) passant par ce 
point. Mais on peut d6montrer qu'il n'existe pas de fonctions continues 
f (x ,  y) v6rifiant ta condition: (12), si l'on tient cette condition clans le 
sens pr6e&temment indiqu~. 

En ef[et, consid6rons la fonetlon Z(Y) de ta variable ind@endante y, 
Z ( Y ) =  f(xo, Y) (--a1~ xo< a~). It suit d'abord de ta condition (12), 
que la fonction Z(Y) (O~y<=b~) est toujours croissante ou toujours 
d~croissante. En~ effet, dans le cas contraire on pourrait indiquer deux 
hombres yl et y~., 0 ~ Yl < Y~ ~ b~ tels que f(xo, y ~ ) =  f(Xo, y~) ce qui 
contredit ~ l'hypothgse (12) puisque ~P(IY~--Y~I)>0. Deux cas sont 
done possibles (pour 0 ~ y ~ bt): a) Z(Y) est  croissante; b) Z(Y) est d6- 
croissante. Oonsid~rons le cas a). Soit Yo un hombre queleonque 
0 < Yo< b~; d'aprgs la condition (12) on a 

Z(yo+ - -  z(yo) => (h > 0). 
D'autre part, d'aprgs les propri6t6s de la fonction W(u), nous avons 

lira sup ~ = + or .  
h+o 

En effet, supposons que lira sup ~ ~---~) < M, mais alors, pour u o assez petit, 
h-~o 

f ~ u ) > f  du l l g  (~)  
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Pour u--* 0 le second membre tendant vers -~ c~, le premier membre 
tend done aussi vers ~ ~ ,  ce qui contredit ~ la condition posse. 

I1 en suit done 
z (Uo+h)-z (yo) ~ + c~ lira sup 

h-~o h 

quelque soit le point Yo, 0 < Yo < bl- 
On voit ainsi que la fonetion continue Z(Y) a an ehaque point de 

Fintervalle (0, bl) le nombre d~riv~ sup~rieur droi~ ~gat h -~ oo ee qui 
n'est pas possible d'apr~s les r~suttats de M. Den joy  sur lea nombres 
d~riv~s '). 

Dana le cas b), en raisonnant d'une mani~re tout ~ fair analogue 
on d~montre l'existence d'une fonction continue ~ (y) ayant en tout point 

d'un intervalle (0, bl) le nombre d~riv~ inf~rieur droit Sgal h. -- or, ce 
qui n'est pas possible en vertu des m~mes r~sultats de M. Denjoy:  

Je passe maintenant s la construction, d~js indiqu~e d'une fonction 
f ( x ,  y )  telle clue pour un point quelconque du cart4 il existe au moins 
deux eourbes int~grales distinetes de l'&luation diff~rentielle (1) psssant 
par ce point; 

1. Consid~rons l e  carr~ 0(0,  0); B(1, 0); C(1,  1); D(0,, 1)clans-le 
plan u, v. Divisons le cSt~ O D  par lea points al ,  a~ , . . . ,  as'k-x en 8k 
parties ~gales et joignons 1]t 
lea points de division DI C 

a~, a4, a6, . . . .  a~,., . . . ,  ~75 ~ 
ask-~ evee le point ~Z~ 
E(1,  �89 les points a:lz ~ " ~ ~ ~ - ~ . ~  
as, a 7 , . . . ,  a4,:_x, . . . ,  tz ~ ~ ~" 
as~_ 1 avee le point ~ Z ~ - ~ ~ ~  
F(1, ~) par des droites, a,~o 
Nous aurons un nombre a:9 
fini de points  d'in~er- E 
section de ces droites ~ZtZ: _ . _ ~ - - - ~ ~ ~  
entre elles. Au voisinage tZ 5 ~ ~ 
de chacun de ees points ~z~ 
nous d~formons l~g4re- ~z3 
ment lea droites qui y a:e : 
aboutissent en rempla- tZ~ 
cant les bouts d e  ces 0 ~ ! 
droites par des arcs de Fig. 1. 

�9 ) ,,M4moire cur lea hombres dSriv~s des  fonetions continues", Journal des 
Matl~matiques pures et a.ppliqu~es, 1915, S. 105--240. 
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courbes continues ayant une m6me tangente au point consid6r6. D'autre 
part nous avons un nombre fini~de points communs aux droites consid6r6es 
et aux segments OD et BC; au voisinage de ces points nous rempla~ons 
les bouts des droites par des arcs de courbes continues, ayant des tangentes 
parall~les ~ !'axe des u aux points des segments OD et BC (fig. 1). Nous 
supposons de plus que les conditions suivantes sont v6rifi6es: 1) Toutes 
les courbes obtenues par les deux d6formations indiqu6es en partant des 
droites pr6c6dentes, poss~dent des tangentes en chaque point, 2) v ---- ~ (u) 
6tant l'6quation d'une quelconque de ces courbes, 9'(u) est toujours con- 
tinue et l'on a 19'(u)l < 1 .  

2. Consid6rons le cart6 (0, 0.); (l, 0); (1, 1); (0, 1) dans le plan ~, ~] 
1 

Divisons ce carr6 par les droites ~=-~ ,  2 =  4 ' " "  ~ =  2-~'"" en une 

infinit6 d6nombrable de rectangles 

R 1 , 1 1 , , = { ( ~ , 0 ) "  ( ~ - ~ , 0 ) ;  (2~-~_ ,, 1); ( ~ , 1 ) } ,  n = 1 , 2 , 3  . . . . .  

Divisons le rectangle R~ (n = 1 ,  2, 3 , . . . )  par des droites parall~les 
l'axe des ~ en 2"n!  rectangles 6gaux, les d6signant par R,,.p, 

p = 1, 2, 3, . . . .  2~n! 

Etablissons entre les points du rectangle R,,,v et les points de cart6 
consid6r6 dans le w 1 la correspondance suivante 

** 1 .  v p--I 

En posant / c = n + l ,  on voit de suite qu'h routes les courbes 
v = r  dans le cart6 du plan u, v correspondent, d'apr~s 
(1), des courbes continues dans le rectangle R,,,p du plan ~, y: ~] = ~(~) 

2 n 1 
et l'on a [~'(~)[ < - -  

2~n! n! 
En posant successivement ~z - :  1, 2, 3 . . . . .  et, respectivement, 

p = 1, 2, 3, . . . ,  2"n! ,  nous aurons dans tout rectangle R~.p un nombre 
fini d'arcs de courbes continues; nous aurons donc dans le carr6 considtr6 
un syst6me d'arcs de courbes continues. Ajoutons ~ ce syst~me les c6t6s 
des rectangles R,,,p parall~les ~ l'axe 2. Considtrons un arc d'une courbe 
quelconque du syst~me ainsi compl6t6. Il est ais6 de voir que l'extr~- 
mit6 gauche d'un tel arc contenu clans le rectangle R~, v e s t  en m~me 
temps ]'extr6mit~ droite de eertains arcs de courbes, contenus dans R,,+~ 
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(fig. 21. Donc en suivant un chemin le long d'un arc quelconque d'une 
courbe du rectangle R 1 on peut passer ~ un arc de courbe du rectangle 
R e et ainsi de suite, en suivant toujours une courbe continue construite, 
soit ~--=-~(~), et il est clair que la fonction ~'(~) est aussi continue. 

D6signons par S le syst~me de toutes les courbes ainsi construites. 
D'apr~s la construction m~me de S nous ~]~duisons imm~diatement les 
propri~t~s suivantes de ce syst~me: 

1) Quelle que soit la courbe ~ ~ ~(~) appartenant ~ S nous avons 
1 1 

l y / ( ~ ) [ < ~ ,  pour $ ' (  2,,51. 

2) Si deux courbes du syst~me ont un point commun, ils ont la 
m~me tangente en ce 
point. 27 

3) Quelle que soit 
la droite ~ = a ,  a # 0 ,  
nous avons toujours sur 
cette droite un nombre 
fini de points des cour, 
bes du syst~me S. 

4) Quelle que soit  
l'aire ferrule, n'ayant pas ~ _ . . _ _  
de points sur l'axe des ~/, 
elle contient au plus un 
nombre fini de points de 
ramification du syst~me ~ ~  
de courbes consid6r6es. 

Nous a!lons d6mon- 
trer encore la propri~t~ 6 - - ~  
suiv,mte. Fig. 2. 

5) Quel que soit le 
point 0 ~ 70 ___< 1 de l'axe des y il existe au moins deux courbes du syst~me S 
passant par  le point 7o et ne coincidant dans aucun intervalle. 

En effet, soi~ 

(2 )  RI,~, R2,~., . . . ,  R.,~ . . . . . .  

la suite des rectangles, qui contiennent des segments de la droite ~ ~- 70" 
On volt ais6ment que le c6t6 droit du rectangle Rn, p~ est situ6 sur le 
c6t6 gauche du rectangle Rn_a ~n_ x. De plus sur l'axe des ~l le point qo 
.eat la limite unique pour tous les points de l'aire form6e par la r6union 
des rectangles de la suite (2). I1 suit de cette remarque et de la con- 
struction du syst~me S qu'il existe au moins deux courbes du syst~me S, 
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]o~gnant la droite ~ ~ 0 & la droite ~ = 1, qui sont contenues dans l'aire 
indiqu~e et ne coincident dans aucun intervalle. Ce qui prouve la 
propri~t~ 5). 

(~) 

o& 

(4 )  

3. Soient y =  5(x) ;  y = f~ (x); . . . ;  y = f~(x) k fonctions, continues 
ainsi que leurs dSriv~es du premier ordre, d~finies pour a ~ x ~ be t  telles 
que 0 < f~ (x) < ~ (x) < . . .  < h ('~) < 1. 

]~tablissons une correspondance entre les points du rectang]e (0, 0); 

~ , 0  ; ~ , 1  ; (0 ,1)  du plan ~,~/ et les points du rectangle (a,O);  

(b, 0); (b, 1); (~, 1) ~i~u~s aans le plan ~, ~, en posan~ ~ = 2"(b  - a) 

= _ v ( ~ ,  ,~), 

< ! 

k--#-f _-< ~ __< k--~-f , 
�9 �9 �9 ~ ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 ~ �9 �9 �9 . �9 �9 �9 , �9 �9 ~ , �9 ~ . , , 

F(~, ,~)-- (k § 1)(,~ - k - ~ ) [ f . . ,  (h~ §  - t. (h~ § 2 4 7  f. (h~ § 
_ < p + l ~  

�9 * . �9 �9 . �9 �9 ~ �9 �9 �9 o �9 ~ , �9 �9 �9 �9 �9 �9 . , �9 �9 ~ ~ , ~ , 

.F(~, ~ ) =  (k -l- I)(r/-- k + ~ ) [  I -- f~ (h,~ "4- a)] --}- f~ (Mr "-l- a) 

=<,,__<,). 

Cette correspondance est ~videmment biunivoque et bieontinue. Elle jouit 
de plu s d'une propri~t~ importante que nous allons indiquer. 

Soient ~---~0(~) et ~?-~v(~) deux fonctions continues ainsi que 
�9 - �9 1 leurs der~vees du premier ordre et telles que pour } ----- ~o, 0 < ~o < 2-~, 

on a : 0 < qo (~o) < 1; 0 < ~p (~o) < 1; ~0 (~o) ~- Y~ (~o) et I ~~ -- ~'(~o) 1 < ~. 
Consid~rons l e s  courbes dans le plan x, # correspondant aux courbes 
~/= r  et ~/= ~v(~) du plan ~, ~/: 

X - - t t  

, ,  = 
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En posant x o = h~ o + a,  nous averts, si 

~o ( p = 0 ,  1, 2, k-t-  1) ~ (,~o) + ~+ 1 "" "' 
1 (OF(~, rl).) , 1 

( ~ ( ~ ' ~ ) )  " h + ~ ~ "~ ( ~ o ) ' ~ ,  ~'(~o) = ~ ~ ~__~(~0~ ~--~o 
0=9 (~o) 

�9 "v, ( ~ o ) ' ~  r#'(Xo)=~- ~7 ~=~o ~ +~- ~ 

D'autre  part, d'aprgs (4), nous avons 

~ '  (r '~) < k + l  

done 
k + l  ( k + l ) e  ( k + l ) e  

(5) t ~'(~~ -- V"(~~ [ ----< - h -  I ~'(~~ -- ~'(~~ I < h = 2" ( b - a ) "  

I1 suit imm6diatement de la formule (5) :  si l'on a dans lep lan  ~, ~/ 
deux r qui se touehent en un point 

eg dont~ la tangente commune n'est p ~  parall~le h i'axe des ~/, les courbes 
correspondantes darts le plan x, y sont aussi tangentes au point corre- 
spondent au point ~o, ~o. 

4. Soient y - ~ f ~ ( x )  et y =  f~(x)  deux fonctions continues ainsi 
que leurs d6riv6es du premier ordre d6finies pour a _< x _< b et telles que 
o < f : ( ~ )  " <= f~ (x).  Construisons une famille de eourbes de la manigre 
suivante 

v=o[f:(~)-f~(~)]+f~(x)=~(~.o) (o<=o<=1). 
Quelle que soit la valeur de 0 = 0 o, nous avons 

r3(~) <= o(~, 0o)<= f:(~), 
~t  

ao(.,eo) -=Oif~ (x ) - f • ' ( x ) ]  + f3 (x ) ,  Ox 

clone la valeur de a$(~,Oo) est toujours comprise entre les valeurs de 
Ox , t  

f; (~) et f* ' (~ ) .  
11 es~ ais6 de voir que. pour obtenir toutes les eourbes de la famille 

$(x ,O) ,  0 <_ 0 <_ 1, dans le cas f*(x) < f*(x) il suffit de pose, k = 2, 
tl (x) = f*(x), f~ ( x ) =  f*(x)  clans la correspondanee entre les plans ~, *7 
et x, Y d6finie au w 3; les r ~P(x, O) corresponderont alors aux 
droites q = c telles q u e ~  <= e <: 2. 
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5. Construisons clans le carr6 A (0, 0); (I, 0); (I, I); (0, I) du 
plan x, y le syst~me S du w 2. D'apr~s les propriAt6s indiqu6es de ee 
syst~me, les courbes du syst~me S divisent le carr6 consid6r6 en une in- ~ 
finiCA d~nombrable d'aires telles que chacune d'elles est limit6e pa~ deux 
courbes du syst~me Set, certaines d'entre elles, encore par un segment 
de la droite x = 1. Construisons dans chaeune des aires consid6r~es une 
famille de courbes de la mani~re suivante: supposons qu'une telle aire 
est limit~e par les courbes V ----- f~*(x) et y ---- ~s*(x), ~ < x ~ xs, 
f~*(x)~f*(x); la lamille cherch~e sera la famille ~(x,O)construite 
dans le w 4, en posant a----xt; b =  x,; f * ( x ) =  f* (x )  et f * ( x ) =  fs*(x). 
Designons par F la r6union de routes ces families. D'apr~s le w 4 et 
les propri6t6s du syst~me S, nous avons les propri6t6s suivantes de la 
famille F:  

1 1) Quelle que soit la courbe de la famille ~, y ~. f(.x), on a ] f ' (x)  l < n~ 

0 __~ x __~ 2~_~. pour 

2) Si plusieurs courbes de la  Iamille F passent par un m~me point, 
elles ont toutes en ce point la m~me tangente. 

3) .~ tout point.xo, Yo du earr6 consider6 et g tout nombre positif 
il correspond toujours un nombre positif ~ st un nombre A tels qu'en 
tout point x, y de la courbe de la famille ~,  y = f (x) ,  int6rieur au cercle 
de rayon ~ e t  de centre Xo, Vo on a A - - e  < f ( x ) <  A + e .  

6. Soient rl, r~, . . . ,  r n . . . .  tousles nombres rationnels contenus entre 
0 et 1 et soit r~ le premier nombre satisfaisant ~ l'in6galit6 It1 -- rn~ I < 
et tel que tout point de la droite x ~ rn, n'est pas un point de rami- 
fication des courbes du syst~me S; un tel hombre existe d'apr6s la pro- 
pri6t6 4) du syst~me ~. Par la m6me raison il existe un rectangle 
At (rn,, 0); (r~, + ml, 0); (rn~ + ml, 1); (rn~, 1), :m~ > 0, qui ne contient 
pas de points de ramification du syst~me S. Done, dans le rectangle A 1 
nous avons un nombre fini, soit kl, de courbes d u  syst6me ~, deux 
deux sans points communs. Soit y ~ ~ l (x ) ;  y - -  ~v~(x);...; y = ~ , ( x )  
les 6cluations de ces couxbes. Soit lox le plus petit nombre entier satis- 

faisant aux in~galit~s pa => k 1 -~- 1 et 2 ~ :> k~+ 1. Construisons dans le 

rectangle A~ toutes les courbes qui correspondent aux courbes du syst~me S 

dans le rectangle (0,0) ;  (2-1, 0), (2+~,1);' ( 0 ,1 )  dup lan~ ,~ /  (w par 

la correspondance consid6r6e au w 3 en posant a---~ r~, b = rn, + mr, 
k = k l ,  fl(x):-~ga(x); f , (x)=~p,(x);  , . .; fk(x)-~epu~(x). Nous avons 
done dans le corr6 un nouveau syst~me, soit ~t,  de courbes continues. 
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D'apr~s les propri6t~s du syst~me S e t  le earact~re de la correspondance 
consid~r~e au w 3 noas avons les propri~t~s suivantes du syst~me $1: 

1) Quelle clue soit la courbe du syst~me $1, y ~ , ( x ) ,  et la 
courbe de la famille F,  y ~  q~(x), avec q~(Xo)-~ ~(xo) , nous avons 

1 
, ~ ' ( X o )  - -  ~ ' ( x o )  i < p-:-  

En eiiet la courbe y -~ y~ (x) du plan x, y correspond ~ une certaine 
courbe y ~ ~(~) du syst~me S dans le plan 8, ~. D'autre part en vertu 
de la remarque ~ la fin du w 4, la courbe y~cp(x) dans le plan x,y 
correspond ~. une droite ~/~-c du plan 2, ~]. Mais d'apr~s la propri4t$ 1) 

1 1 
du syst~me S pour ~ < 2v- ~ on a t ~ ' ( ~ ) l ~  ~!--. I1 s'en suit, d'apr~s ]a 

formule ( 5 ) d u  w 3 

(k~ + 1)~I, : k~+: : 
I < < - - .  

2~'ml p~! m~2 ~' p~! 

2) Si deux courbes du syst~me S: ont un point commun, ils ont la 
m~me tangente en ce point, 

3) Quelle que soit la droite x ~ a, a ~= 0 et a ~= r,~, nous avons tou- 
jours sur cette droite un hombre fini de points des courbes du syst~me S~. 

4) Quelle que soit l'aire ferrule n'ayant pas de points sur les droites 
x - ~  0 et x ~ r~,, il-y-a au plus un hombre fini de points de ramification 
des courbes du syst~me S 1. 

5) Quel que soit le  point P de la droite x ~-0 ou x ~ r~,, il existe 
toujours au moins deux courbes du syst~me S~ passant par le point P e t  
ne coineidant dans aueun intervalle. 

Les courbes di~ syst~me S a ~tant construites, en appliquant le proc~d~ 
du w 5 nous construirons les courbes d'une famille F~, ayant les pro- 
pritt6s suivantes: 

1) QueUe que soit la courbe de la famille $'1, y----q~(x), et la 
courbe de la famille F ,  y-----~(z), avec ~(Xo)~q~(Xo)  , nous avons 

p~ ! �9 
On dtmontre cette propri~t~ par un raisonnement analogue h celui 

que nous avons f~.it pour d~montrer la propri~t$ 1) du syst~me S~. 

2) Si plusieurs eourbes de la famille F~ passent par un point, elles 
ont en ee point la m~me tangente. 

3) La propri~t$ 3) de la famille F. 

Supposons qu'on peut construi~e les syst~mes S, et les families F ,  
(~---- 1, 2, 3 . . . .  ,2 )  ayant les propi t t~ suivantes: 
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Le svst~me S~: 

1) Quelle que Soit la courbe y ~ v ( x )  du syst~me S,. et l a  
courbe y -~q~(x )de  la famille ~ - 1 ,  telles que V ( % ) - ~ v ( x ~ ) ,  on a 

Pr ! 
2) Si deux courbes du syst~me S, ont un point commun, elles ont 

la m~me tangente ~n ce point. 
3) Quelle que soit la droite x = a ,  a ~ 0, a ~ rn~, a ~ rn~, �9 .., a ~ r~,, 

nous avons toujours sur cett~e droite un hombre fini de points des eourbes 
du syst~me S~. 

4) Quelle ClUe soit l'aire lerm~e, n'ayant pas de points sur les droites 
x ~ 0 ,  x~ rn~ ,  ~-~rn~, . . . ,  x~ rn , . ,  il-y-a au ptus un hombre fini de 
points de ramification des courbes du syst~me S~. 

5) Quel que soi t  le point P de la droite x = 0 ,  ou x~-r~, ,  ou 
x ~ r ~  . . . . .  , ou x ~ r~,., il existe toujours au moins deux courbes du 
syst~me S~ passant par le point P e t  ne eoineidant dans aueun intervalle. 

La famille /~,,: 
1) Quelque soit la courbe de ]a famille F,., y=q~(x),  et la courbe 

de la Iamille F~-I, y~-~,(x),  tetles qne V(xo)-----cf(xo) , nous avons 
1 

2) Si  plusieurs courbes de la famiile F~ passent par un point, elles 
ont en ce point Ia m~me tangente. 

3) La propri~t4 3) de la famille F. 
Construisons le syst~me Sx~ et la famiUe F~.+~. Soit r,z+~, nx+l :> n~; 

1 le premier nombre rationnel satisfaisant ~ l'in~galit~ [r~.+l -- r~.+l ! < 2x+-- ~ 

et tel que tout point de la droite x ~ r~.+x n'est pus un point de rami- 
fication des courbes du syst~me S~., un tel hombre existant d'apr~s la 
propriet6 4) du syst~me S~. Par la meme raison il existe un rectangle 

qui ne contient pus des points de ramification du syst~me S~.. Donc, 
d'apr~s la proprifitfi 3) du syst;~me S~., duns le rectangle Az+~ nous avons 
un nombre fini, soit k,~+~, de courbes du syst8me S~., deux ~ deux sans 
points communs. Soient y=~ ~Z}(x); y = ~ :  (x ) , ' . . . ;  y = w~.+~(x) les 
fiquations de ce~ courbes. Soit pz+1 le plus petit nombre entier satis- 

faisant aux infigalitfis: P~+~ ~ Pz, P;.+~ ) k~+~ Jr 1 et 2 v~+~ ~ k~.+~+__~l 

Construisons duns le rectangle A~+~ routes les cou~bes qui correspondent 

aux courbes du syst~me S duns le rectangle (0, O); (2r-~.+, 0); (2--~--+, 1) ; 

(0, 1) du plan ~, ~ (w 2) par ta eorrespondance consid~r~e au w 3, 
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o,n posant a~r,~.+l, b=rn~+~-j-m~+l, k = k ~ + l  et fl(x)--cp~a)(x); 
().) , ~ (2) : f,_,(x)~ ~ (x); . . . ;  fk(x)~ez+:~x). Les eourbes construites et  les 

courbes du syst~me S~ forment le syst~me S~.+l. Le syst~.me Sz+l 6rant 
eonstruit, en appliquant un proe~d~ tout analogue au proead6 du w 5, 
nous construirons les eourbes d'une famille F~+I. I1 est facile de d~- 
montrer qu e le syst~me S~.+: et la famille Fz+l ont des propri~t~s respee. 
tivement indiqu~es pour le syst~me S~ et pour la famille F,; pour les ob- 
tenir nous devons poser ~ = 2 -~- 1. 

Designons par ~" la r~union des eourbes de t o u s l e s  syst~mes S~ 
( ~ = 1 ,  2, 3, . . . ) .  D'apr~s les propri~t~s des syst~mes S, nous avons 
imm~diatement les propri~t~s suivantes du Syst~me Z :  

1) Quel que soit le point Ps i tu~  sur la droite x = rn, (v = 1, 2, 3, . . . )  
il existe au moins deux eourbes du syst~me ~ dafinies dans l'intervalle 
(rn~, rn~-Jr-m,), passant par le point P e t  ne eoineidant dans aueuu 
intervalle. 

2) 8i deux eourbes du syst~me ~ ont an point eommun, ils ont la 
m~me tangente en ee point. 

Nous allons d~montrer encore la propri~t~ essentielle suivante: 
3) La propri~t~ 3) de la famille F .  

En effet, soit n l e  plus petit hombre entier tel que 2 1 ~ 2 

Consid~rons la ~amille F~; d'apr~s la propri~t~ 3) de eette famille il 
correspond au point Xo, Yo et au nombre positif e un hombre positif ~o et 
un hombre A tels qu'en tout  point de la eourbe y ---- ~ ( x )  de la famille ~ ,  

mtermur au eerele C de rayon ~ et de centre Xo, Yo, on a I A -- qg'(x) I < ~ -  

Soit y = y:(x)  urm eourbe queleonque du syst~me ~ ayant des points 
dans le cerele (7 et soit x~, Yx un point queleonque de cette eourbe in- 
t~rieur au  eerele (7. La eourbe ff = y,(x) appartient b. an syst~me S,,; 
deux eas sont possibles: 1 ~ m___~n, done la eourbe y ~ -y , (x )  appartient 

la famille F ,  et nous avons I A - - y : ' ( x x )  I < E < e .  2 ~ m > n ,  soit 

m-~nnUp; soient y - ~ , ( x ) ;  y = q 9  +~(x); . . . ;  y = T , , + p _ a ( x )  les 
~quations des courbes des familles F , ,  F , + :  . . . .  , F,,+~_~ passant per 

g 
le point x~, y~ ; nous avons I A -- qo" (x~) ] < .5. D'autre part, d'apr~s la 

propri~t~ 1 ) d e s  families F ,  0'-~--1, 2, 3 , . . . )  nous avons successive- 
ment [V:,(x:)-- V~+~(xr ) ]<  ~ 1  �9 ] V ~ + ~ ( x : ) - - q ~ ' + ~ ( x ) l <  - ~  �9 �9 

Pn !' ~ n + l  ! '  " . . ,  

l~ '+e -~ . ix~) - -~o '+e_~(x~) l<  ~---~--- et d'apr~s la propri6t6 1) des 
Pn+k-2  ! 

syst mes = 9 ,  z , . . . )  n o u s  a o,s I - -  1 < , ,  
P l l + k -  1 ' 
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done I ~:*(x~ ) -- ~v'(x~) I < ~ + - -  + . . .  < ~,  done [ A -- ~v' (x,) I < ~, 
�9 p~+i! 

ce qui prouve la proposition. 

7. Soit E l'ensemble des points de routes les eourbes du syst~me Z ,  
l'ensemble rn,, r ,~ , . . . ,  rnz , . . .  $tant partout dense dans l'intervalle (0, 1) 
de l'axe des x, rensemble E est partout dense duns le carr~ eonsid4r~. 
Construisons duns E la ionetion f l (x ,  y) de la mani~re suivante: le point 
Xo, Yo ~tant eontenu dans rensemble E, nous prenons une courbe quel- 
eonque du syst~me 2" passant par ee point, soit y = ~o(x), et posons 
f~(Xo, Yo)= ~~ d'apr~s la propri~t6 2) du syst~me 2" la fonetion 
fl (Xo, Yo) ainsi d~finie est unique. D~finissons dans le earr~ (0, 0); (0, 1 ); 
(1, 1); (1 ,0 )  une fonetion f ( x , y )  ~gale au minimum de f~(x ,y)  en 
tout point x, y du carrY, ce qui est possible puisque l'ensemble E est partout 
dense sur ee earr~. D'apr~s la propri~t~ 3) du syst~me ~ la fonetion 
f (x ,  y) ainsi d~finie est partout continue. 

Consid~rons l'$quation diff6rentielle 

dy 
(1)  = y ) .  

D'apr~s la d~finition de la fonetion f (x ,  y), ehsque courbe du syst~me 27 
sera une courbe int~grale de l'$quation ( 1 ), done, quel que soit le point P situ4 
sur rune queleonque des droites x = 0; x = rn~; x ----- r,~; . . . ;  x ----- r ~ ; . . .  
il existe au moins deux eourbes int~grales distinetes de l'6quation (1) 
passant par ce point P. Nous allons d4montrer que pour tout point du 
earr~ il existe au moins deux eourbes int~grales distinetes passant par ee 
point. En effet supposons que par un point Xo, Yo il ne posse qu'une 
seule eourbe int~grale de r4quation (1). Soit C eette courbe. D'autre 
part, l'ensemble R des points {rn,, r~, . . . ,  r~ . . . .  } est partout dense sur 
l'intervaUe (0, 1); done quelque petit que soit e, il existe toujours dans 
rintervaUe (xo, xo-{-e ) des  points de l'ensemble R; soit rnz le premie2 
d'entre eux. Menons par ee point rnx la droite ~----- rn). et soit (rn~, y~) 
le point d'interseetion de eette droite et de la courbe C. Mais, d'apr~s 
la propri6t6 1) du syst6me 2" il existe au moins deux r int6grales 
de l'6quation (1) passant par le point (rn~, y~) et distinetes duns tout 
intervalle (r~x,r~-~l)  , ~ > 0 ,  pour ~/ assez pet~it. ~/ 6t~nt sssez petit, 
l'intervalle (r,,z, r~x-r est contenu duns l'intervalle (xo, xo~-~). Nous 
allons montrer que r impossible. En effet M. Osgood s) a d6montr6 
le th6orgme suivant: 

~) ,Beweis der Existenz einer Ltlsung der Differenti~lgleichung dy 
ohne Hinzunahme der Cauchy-Lipschitzschen Bedingung ", Monatshefte f. Math. u. 
Phys. 9 (1898), S. 343. 
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La fonction f(x,y) ~tan t  continue par rapport ~ l'ensemble des 
variables x, y; a 1 ~ x ~ as; b 1 ~ y ~ b~; il existe pour tout  point, 
al  < x o < a.~ ; b 1 < Yo < b~, deux courbes int6grales ~i (x) et ~ (x) de 
l'~quation (1)  passant par c e point et tel les que toute autre courbe int~- 
grale y ~ ~ ( x )  passant par le m~ms point v~rifie les in~galit~s 

quel clue soit x dans un certain intervalle (% --  e, xo ~ Q)- 

Voiei une cons~luence de ce th~or~me: si la courbe C est la seule 
courbe int~grale de l'~quation (1) passant par le point Xo, Yo on volt que 
pour un hombre e assez petit et pour tout point xs, Ys (xo~xs'~xo"b~) 
de la eourbe C il n'existe aucune courbe int~grale de r~quation (I) passant 
par le point xs; y~ et ne co~ncidant pas avec la courbe C dans l'inter- 
valle Ixs, Xo~-e ). 

Nous voyons done que la courbe C n'est pas la seule courbe int~- 
grale de l'~quation (I) passant par lepoint xo, Yo, contrairement a notre 
hypoth~se. Ainsi quel quc soit le point du earr~ (0, 0); (1, 0); (1, 1); (0, I) 
il existe au moins deux eourbes intSgrales distinctes de l'$quation (1) 
passant par ce point, ce qu'il faliait d~montrer. 

Moscou ,  .12. VI. 1924. 

(Eingegangen am 18. Ju | i  1924,) 
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