Sur quelques problemes du caleul des variations.

par M. Lavrexrerr (Moscon).

Nous nous proposons d' étudier dans ce Mémoire quelques problémes liés
a la question: dans quelles hypothéses il existe au moins une fonction y = f(x)
minimant 1’ integrale
1

(1) |F@, y, yraz.

(]

Nous supposons que la fonction F(x, y, i) est continue par rapport a
I ensemble des trois variables; quant 4 la classe des lignes admissibles, nous
supposons que ce sont des courbes ‘y.:f(w): 1°) continues; 2°) passant par
I'origine et le point (1, 1); 8°) situées entiérement dans le carré (0, 0); (0, 1);
(4, 1); (1, 0.

Dans la théorie classique on suppose les courbes iy == f(x) continues et
ayant des tangentes qui varient aussi d’ une maniére continue (*). M. TONELLI a
construit une belle théorie dans la seule hypothése que les /() soient absolument
continues (*). La question se pose naturellement s’il est possible d’ étendre
vette théorie et, en particulier, si I’ on peut considérer comme lignes admissibles
toutes les courbes & variation bornde; nous démontrons dans le § 1 que cette
question se résoud négativement,

Ainsi done, parmi les courbes continues la classe la plus étendue naturelle
de lignes admissibles est celle des fonctions absolument continues. Pour ces
fonctions 14 M. ToNELLI a démontré que pourva que la fonction F(z, vy, )
jouisse de certaines propriétés, I’ extrémé absolu de I'intégrale (1) existe (*); en
ajoutant encore quelques hypothéses restrictives sur F(a, ¥, ), M. TONELLI
a démontré que la courbe qui extréme Uintegrale (1) est une extrémale (*).

(1Y Cest 2 dire les courbes y == fix) telles que F'(x) est eontinae,

(®) L. 'Poxerry, Fondamenti di ealeolo delle variazioni (Bologna, Nicola Zanichellil.
() Loe. cit,, t. II, page 281,

() Loe. cit,, t. II, pp. 821, 345,
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Nous donnons dans le § 2 un lemme qui indique une nouvelle voie pour
démontrer 1 existence de Uextrémé absolu; dans le § 3 nous donnouns I’ exemple
d’un probléme du calcul des variations ceonduisant & une courbe éxtrémante,
qui n’est pas une extrémale dans aucun intervalle.

Cela posé, nous cherchons a résoudre la question, si la borne inféricure
des valeurs de lintegrale (1) dans la classe des courbes absolument continues
est égale & la borne inférieure des valeurs de la moéme integrale dans la
classe des courbes continues y = fle) & dérivées f(x) continues ('). Nous dé-
montrons au § 4 que cette question se résoud par I’ affirmative si I’ on suppose
oF
3y
courbe extrémante est une extrémale.

Nous démontrons enfin dans le § 5 quen posant la méme question en
général, on recoit une réponse négative.

Pour simplifier "exposition, nous allons poser quelques définitions.

Nous dirons que la courbe y = f(x) appartient & la classe Cp si-Ton a

| s + 1) — [(@)

appartient a la classe Ogg) si quel que soit un systéme fini d’intervalles &; sans
points communs, on a

bornée, Cette proposition attire notre attention sur un nouveau cas, ol la

< (| R) 0<flw)<1,

I var 8, flw) | < ¢(X8;)
; i

o(a) étant une fonction continue définie pour w =0 ot telle que %(0)=0,
@(a) > 0 pour & > 0.

Enfin soit C@ la classe de toutes les fonctions absoiument continues et ¢’
celles des fonctions & dérivées coutinues.

1. Sur la possibilité d’étendre la classe des lignes admissibles. — Nous
allons démontrer ici la propesition suivante.

THEOREME. Si I’ on considére comme lignes udmissibles toutes les courbes
@ variation bornée (y=f(x); 0 < f(x)=<1; f(0)==0; f{1)=1), le probléme du
caleul des variations se vésowd, on géndral, négativement.

En effet, soit F(a, y, i) une fonction continue par rapport & U ensemble
des variables x, y, y définie powr 0=<<w =<1, 0=y =<1 et pour toute valeur
de y'; nous allons démontrer d’abord que la borne inférieure de Uintegrale (1)
pour toutes les fonctions 7 == f{#) & variation bornée indiquées est ¢gale 4 la

(1) Voir la note (1) page 7.
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borne inférieure de la méme intégrale out I on suppose que y=(x), i =d(x),
g et ¢ otant des fonctions mesurables, 0 << @(w) << 1, et d ailleurs absolument
quelconques. En remarquant que cette derniére borne inféricure est toujours
atteinte par un certain couple de fonetions mesurables y = g(x) et 2z = (),
mais qu’ en général la founction (w) n’est pas la dérivée de la fonction ¢(x),
on verra que la proposition énoncée sera demontrée.

T.e théoréme & démontrer est donc réduit & la proposition suivante:
Quelles que soient les fonctions mesurables et finies presque partout ¢(x) et $(x)
O << o(x) << 1), pourvu que la fonction F[X, ¢(X), $(x)] soit sommable et quelque
pelit que soit €, il existe toujours une fonction y =f(x) d variation bornée
O=<<fx)=1, f0)=0, {IY=1) telle qu’ on a

1

1
| [Flo, #t@), dode —[Fla, fiw), Faldn| <e.
0 g

Passons & la démonstration de cette derniére proposition.
La fouction Flx, i, /) étant continue, il existe un nombre M tel que

(N | Flae, y, 0) | <M pour O <<1; O0<<y<l.

La fonction Flz, ¢(x), d(x)] étant sommable, il existe done, quelque soit ¢,
un ensemble parfait P (') ayant les propriétés :
° s -
1) mes P> 1 830’
2% d(x) est continue sur P;
0O e
3) | [Flo, o), pae| <5 O
or

Soit d(x) une fonction qui est égale & ¢(x) sur P et & O en dehors de P
1

En posent I, = JF[w, p(a), Y(a)lda, nous avons
g

I, —LI‘:F[W; ¢ (@), @(J/)]d‘v\ = %

D’ autre part en vertu de l’inégalité (1) on a

€

UF[a:, (). Oldx ; < Mmes CP < 3

or

(1) Nous supposons que P et situé¢ sur le segment (0, 1),
(!} Nous prenons I’ensemble complémentaire par rapport au segment (0, 1),

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo IV. 2
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il en suit

) v, 9ler), Haolder | < 5.

Considérons maintenant 1 intégrale

3

[, = J Flx, p(x), Yo)ds.
g

Soit N le maximé de | ¥(x)| pour 0= x <<t et K le maximé de | iz, y, )|
pour 0w <1, Oty |g|<= N
Les fonctions @(x) et §(x) dtant mesurables, il existe un ensemble parfait P
ayant les propriétés:
[
1° 3 —_—
) mes P, =>1 8Ic
2°) ¢(a) est continue sur P, ;
J [, @), ¢(oc)]da:.<—~
ory
Soit p(x) une fonction continue, égale & (x) sur P, et variant lincai-

3%)

rement en dehors de P,, on a
|7.— j Fla, (), Flde | < |1, —~jF @, (@), Wolidar |+
+Ulf’[w, #(), LI»(w)ldx’ g—i.
or,

Done, d’aprés (2), on a

) $e), Yalldo | <

(3)

La fonction Flx, y, )) étant continue, il existe un nombre 7 tel que
| Pz, y + 8y, 9)— Fa, y, 9)| <5

pour tout ||t N et |dy|<<h.
Soit

7o) = [
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La fonction ¢*(x) est continue, done, d’ aprés un théoréme de M. N. Lusin (),
on peut construire une fonction ?(m) & variation born¢e et telle que:
1%) ;5’(90) =0 presque partout;
2°) | /(@) — 9*(ew) — p(@) | < 13
3°) en posant [f(»)=o¥x) -+ plx) on a [(0) =0, f(I)=1, 0= floe)= 1.
Il en suit _
(4) | o(@) — fle}y| < By

/'(x) = () presque partout, et, d’aprés 3°, les fonctions %) et ;(90) étant
& variation bornée, la fonction /(@) I’est aussi.
D’ autre part, d’aprés (4)
1 1
—_— — " €
[Pl (), o —[Fl, o), rds | <.
&

0

Doue, d’aprés (3)

1
I, [ Fiw, f@), reds| <
U
ce qui démontre la proposition ¢noncée,
2. L’extrémé absolu. — Les considérations de ce § se fondent sur la

proposition suivante.

LEMME FONDAMENTAL. Ktant donné une classe ‘Cy de courbes continues,
on peut construire une fonction continue des deux variables W(x, a) ayant
les propriétés suivantes :

1°) On obtient toutes les fonctions de la classe donnée en attribuant
@ o loutes les valeurs numériques possibles 0 << a <C 1.

2°) Quel que soit le nombre a,, 0<<«,<<1, la fonction de x, W(x, «,)
appartient ¢ lo classe donnée.

En effet, soit

(1) ni’ Y)?""" 7)"’""
une suite de nombres positifs telle que lim v, = 0.
- 00

Considérons, en posant ¢, =¢(7,) (*), une nouvelle suite de nombres positifs

€ Eayreeny  Epyeene lime, =0,

N e 0

() N. LustN, L’ intégrale et la serie trigonométrique (en russe). Moscon 1915, p. 34,

{(*) ¢ est la fonction qui figure dans la définition de la classe Cp.
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D aprés la définition de la classe Cp, quelle que soit la fonction f(r) de
la classe censidérée on a:
19 0 fr) << 1;
29 | fle 4 h) — [(2) ]| <&, pour tout i, || ="7,.
Considérons maintenant dans le earre (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) les points P,
. . 1 1
de coordonnées (nyn,, key) (=0, 1, 2,., E(;f)-i-l; k=0, 1, 2,., E(g—)},
» »
p étant un entier positif fixe. Construisons foutes les lignes polygonales pos-

sibles ayant leurs sommets aux points P,, et telles que si I'un des sommets
d"une telle ligne est au point P,,, 'un des sommets voisins est nécessai-
rement au point P,_, ; et I'autre au point P, ;, ¢ et j ne pouvant avoir
d’ autre valeur que kB — 1, ou %, ou k- 1. Pour un p fixe il n’existe qu’ un
nombre fini de ces lignes polygonales, soit

(2 P) (X, P an(w, )
toutes ces lignes.
Celd pos¢, considérons ceux des polygones = (w, 1), m(x, l).., my(2, 1),
qui verifient 1" inégalité
| e, 1) — f(o) | < 2

f(@) ¢tant une fonction quelconque de la classe Cy; soit

n (2, 1), m,/(e, 1,0, 7n/(7, 1)
tous ces polygones.
Soit P,(x, «) une fonction continue définie pour 0w <<1 et 0a<C1
de la maniére suivante

P,(m, E?&:i)::?t'k_“(f}?, 1) (h=0, 1,.., N/ —1).
On achéve la définition de P,(x, «) en la faisant varier lincairement en
suivant des droites perpendiculaires & l'axe des x dans les autres points
du carré ().
Il suit de la définition de P (w, «) qu’ il existe, quelle que soit la fonction /' (20)
de la classe Cp, un nombre oy, 0<<a,<<1, tel que

‘ {(x) — Pi(mi %,) } = Ze,.

(") Plus précisément, nous posons

)
t

|

!
[A

k . k
(o 1) -+ Na(“ - E)ﬂ'k +ol®y 1) pour W,

k
Py o) = % 1— N,(oc — N])

=
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De plus quel que soit le nombre 3, 03 <1, il existe toujours une
fonction f(.r) de la classe Cy telle que

| P(iry, Bo) ~ Flm)| << 2e,.

Supposons qu’on puisse construire une fonetion continue I, (2, «), avant
les propriétés suivantes:
i°) quelle que soit la fonction f(ir) de la classe considérée, il existe
toujours un nombre «, tel que | P,(x, ) — f{x)]| << 2¢,,;
2°) quel que soit le nombre )/, 0 <<=,/ =1, il existe une fonction f(x)
de la classe Cyp telle que | Py(r, ) — fla)] << 2¢,,.
Nous allons démontrer que dans ce cas oun peut toujours construire une
fonction continue P, (v, «) telle que:
1°) quelle que soit la fonction f(x) de la classe Cy, il existe toujours
un nombre B, 0=<B <1, tel que | P, (%, By) — (@) | << 264, ;
2°) quel que soit le nombre B/, 0 =<8, <1, il existe une fonction f(x)
de la classe Oy telle que | P, (2, B,) — [(®)]| << 2¢,.,;
3 | P, &) — Py (2, o) | <<4e, +2¢,,.
En effet, soit § > 0 une quantité telle que ! est un entier et qu’on a

B
| Py(x, a4+ N) — Pyx, a)|<e, pour |h|<B.
Cela posé, considérons ceux des polygones

(2, n+4-1),.., 7:Nna_&(w, 7+ 1)

qui vérifient 1inégalité
[, n+ 1) — [(r)]| < 2,4,

f(x) étant une fonction quelconque de la classe Cp; soit

(2, 14 1)y n:’N/"H(Jc, w4 1)
tous ces polygones.

D’ aprés les propri¢tés de la fonction P,(r, «) et d’aprés la construction
des polygones n'(z, n +-1) il existe, quel que soit le polygone =n/(z, 2 -+ 1),

N |
un entier 7 < - tel que

8

2 | Py, j8) —n/le, n+ 1) << Be, + 26, ,.

Nous dirons que le polygone w/(x, n -- 1) appartient & la classe j si I’ iné-
galité (2) est vérifice. Chacun des polygones n'(w, n 4 1) appartient ainsi a
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. o1
une classe )(0 <y <—E> Inversement quel que soit le nombre j(O <j< —é) il
exist des polygones w{x, n + 1) de la classe j.
Soient

wa(, n 1), wWe, na- 1), w0 n- 1)

tous les polygones de la classe j.

Passons & la construction de la fonction cherchée P, (», 2); & cet effet
nous divisons le segment [jB8, (j + 1)B] en p; partics ¢gales; soient

ap =jB, af,.., a;f'i)
respectivement 1’ extréomité gauche du segment considéré et les point de di-
vision; posons
524 ; — ! yr
P, (x ay=n; (x, n-1)

. 1
(k =1, 2,., Bis J= 0, 1,.., "B - 1)
Py (2, )=1y, (x, n+1) ol Ion pose j= é — 1,

On achéve la définition de P,,, en la faisant varier linéairement en
suivant des droites perpendiculaires & 1’axe des x dans les antres points
du carré. '

Il est évident que la fonction P, (%, «) vérifie les trois conditions posées.

On construit ainsi en partant de la fonction P,(x, ) une suite de fonctions

3) Pz, o), Pyx, o)., P, a),..
ayant les propriétés:

1°) quelle que soit la fonction f(x) de la classe considérée Cy et quel
que soit le nombre entier n, il existe un nombre =, 0<<a,<1, tel que
] P,,(fb’, “o) - f(ﬂ&') I = 2511 3

2°) quel que soit le nombre B,, 0 <<f, << 1, et quel que soit le nombre
entier m, il existe toujours une fonction f{z) de la classe considérée O, telle

que ; Pmirr ?0) - f(x) I = gsm;
3‘)) ; Pn(my “) - Pn—}—‘(m; 0‘) l = 45:; -+ 2€n+1 .

00

Cela posé, supposons que la suite (1) soit telle que la série ¥ ¢, converge.

n=1

Alors, en vertu de 3° la suite (3) converge uniformément. Posons

T, «)=lim P,{x, «).

N —— 00
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D’ aprés les propriétés de la suite (3) il est aisé de voir que la fonction
coustruite W' est la fonction cherchée.

COROLLAIRE. Elant donné une classe C3' de courbes absolument con-
tinues, on peut construire une fonction continue des deux variables o(x, =)
ayant les propriétés suivaniles:

1%y On obtient toutes les fonciions de la classe donwmée zn attribuant
a a toutes les valeurs nuinériques possibles 0 << ay << 1;

2°) quelque soit le nombre a,, 0<<a,<<1, la fonction de X, o(x, )
appartient a la classe donnée (*).

Nous passons maintenant a 1’application du lemme fondamental au pro-
bléme de !'existence d’ un extrémé absolu.

Considérons !’integrale

1
m P, g, e
0

Supposons que certaines propriétés de la fonction F permettent de dé-
montrer que s’il existe nne courbe extrémante pour I'intégrale (1) dans la
classe des lignes C', cette courbe appartient nécessairement & une classe CP (*).

Alors le probléme de I’ existence d’ une extrémante pour U intégrale (1)
se réduit du probléme de U ewistence d’ un extrémé pour une certaine
fonction d’une variable. En effet, en vertu du corollaire, la fonction

1
D(a) == j Flz, o(x, a), o4z, «)ldx
0

résoud la question,
D’ ailleurs, en raisonnant, comme le fait M. ToNELLI (°), on démontre que
2 2
dans I’ hypothése g-;/-ﬁw;zo (%gO) la fonction ®(z) est semicontinue infé-

rieurement (supérieurement). On obtient ainsi le résultat de M., TONELLI: avec

{!) On obtient une proposition analogue en considérant une classe de fonctions bornées
duans leur ensemble ot ayant des nombres dérivés bornés dans leur ensemble. On déduit
@’ aillenrs immédintement dn lemme fondamental, du corollaire et de la remarque faite les
propositions connues de M. Hinrerr et de M. Ascort sur Pexistence des suites nniformément
convergentes dans certaines classes de fonetions,

() M. L. ToNerLLr a montré gu’il en est ainsi dans I’hypothése

F, g, Y)= ¢ " (x> 0), pour [¢|=T"', (et ¥’ sont des constantes),
loe. eif., t. II, p. 282,
(® Loe. cit., t. 1, p. 397,
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cette hypothese complémentaire on peut affiriner que le minimd (maxime)
absoli existe.

3. Exemple. — La construction de notre exemple (') se foude sur les
deux lemmes suivants:

LEMME L. Etant donndes dewr courbes analytiques fermées, f(x, y)=0,
¢(x, y)=0, sans points communs ot telles que p=0 est contenue duans
Uaire D limitde par {(x, y)=0, on peut toujours conslruire une [onction
F(x, v) ayant les propriétés suivanies:

19 Fix, y)<< 0 dans D;
2) F(x, y)=0 sur =0 et =e¢ >0 sur t =0;
39 F(x, ¥) @ des dérivées partielles des n premiers ordres continues
par rapport a X et y et s annullant sur ¢ =0 ¢t f=0;
4°) quel que soit m >0, powr e ussez petit la fonction F(x, y) el sesn
premiéres derivés sont de module < v pour tous les points dans D.
En effet, construisons la fonction

[Fer, B st
[CP(.’I’?, ."/)Jll -+ {f(.’)’,’, ;)/)]"-H

on voit de suite que cette fonction vérifie toutes les propriétés indiqués.
LeMME IL. Etant donnée un segment de courbe conts’meei r =f(x), 0<x=<<1],
on peut toujurs construire une fonction continue ®(X, y) ayant les proprictés
sutvantes ;
19 Ox, y) >0, st y=f(x), P, y)=0 pour y=1Hx);
2°) ®O(x, y) a des dérirdes conlinues des m premiers ordres.
En effet construisons une suite de courbes analytiques fermées

F('f) y)=c¢

fi(ml .7/):07 fz(m) Y) = 07-'-) fn(‘”: U):();

deux & deux sans points communs et telles que:
1°) toutes les courbes fix, y)==0 sont contenues dans 1'aire limitée
par la coube f,(x, y) pour ¢ >n, (n==1, 2, 3,..);
2°) la courbe donnée y=/f(x), (0<<x<C1) est contenue dans I'aire
limitée par la courbe f,(», y) =0, (n=1, 2, 3,...).
Cela posé, construisons les fonctions (lemme I)

[fn(fl?, 'gj)}m—i—l 2(Mm-+1) n
Pl )= R o — 1 40— ey
( B I/) [fn%—{(m? 'l/)!-' . [fn(m, :lj)] PRC) 2 2

(1) Voir I'introduction.
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On choisit les nombres positifs ¢, (p==1, 2, 3,...) tels, qu on a:

o0
1) e, =0 < o0}
n=1

2°) Toutes les dérivées particlles de la fonction ®,(x, ) jusqu’a I'ordre
sont inférieures & v, en valeur absolue, les nombres positifs n, (n =1, 2, 3,...)
sont tels que lim %, =0.

B =20
D’aprés le lemme I, la fonction cherchée sera donc définie par les con-
ditions suivantes:
1°) @(w, yy=10 pour y = f(x);
2°) O(x, i) = D,(wx, ¥) pour les points situés dans I'aire limitée par les
courbes f,(x, 1) =0 et [, (7, y) =0.
Nous passons maintenant & la construction de !’ exemple indiqué.
Soit y = () une courbe absolument continue n’ayant pas de dérivée
dans un ensemble partout dense sur (0, 1). Construisons la fonction O(x, ¥)
du lemme II pour cette courbe y=={(x) et considérons I’ intégrale

1
[= J(D(m, yX1 4 2.
0

En posant
D(x, 9Ly =Wz, y, ¥)

nous avons les propriétés suivantes de W(x, y, y):
1°) W possede toutes les dérivés des m premiérs ordres par rapport
ax,yety;
*w
2) 50 =05
y” ’
3°) Le minimum absolu de I est donné par la courbe y=¢(x), qui
n est pas une extrémale dans aucun intervalle,

4. Les courbes admissibles C® et €’. — Nous passons & la derniére
question de ce Mémoire,

LeMME. Soit F(x, ¥, ¥') une fonction continue et telle que %B{;;SM (Y.
Soit f(x) (0<<x<C1) une fonction absolument continue 0 < f(x)< 1, f(0)=y,,
f(1)=y,, et telle que la fonction ¥[x, f(x), '(x)] est sommable. Il existe alors,

(") M est une constante absolu.

Annali di Matematica, Serie IV, Lomo LV, 3
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quel que soit € >0, une fonction p(xX) ayant wne déricée continue et vérifiant
les conditions suivantes:
1) 90) =y, #(1)=.;
2% | (o) — () | < e
i

3%

1
[Fle, iy, Folm — iz, wo), s@lds| <.
Q U

Remarquons d’ abord que pour démontrer le lemme il suffit de prouver
quil existe une polygone y=f(x), vérifiant les mémes conditions que Ila
fonction y = ¢{x).

Pour construire un fel polygonc faisons les conventions prélinjinaires
suivantes. Désignons par N, le maximé du module de Flx, y, i) pour 0= <1,
0=<<y<=1, |)/|<<r. Soit P un ensemble parfait situ¢ sur le segment (0, 1) de
' 1
I’axe des z, mes, P:§’
par Rk le maximé du module de /(x) sur P. Désignons enfin par : un nombre

et tel que f(a) est continue sur P; nous désignons

inférieur 4 1 e tel qu’'on a pour

ta L Azl =< he

gy P, g, 5+ 33) = Fl, g, 9| <7
pour un certain ¢ >0 et pour toutes les valeurs des variables 0 << <1,
0=<y<l1, |zg|<<R+1.

Passons maintenant & la construction du polygone cherché.

Les fonctions f'(x) et Flxz, f(x), f(x)] étant mesurables et sommables, il
existe, quel que soit ¢ >0, un ensemble parfait P (‘) tel qu on a:

1
1°) mes. Pe > | — P: D P pour e < 33

- £
24N,’
2°) f'(x) est continue sur Pg;
7 € .,
(e, fion, rode | < § ¢
ore
) fIf@)de <
rs
En vertu de la propriété 2°, £(xx) est bornée sur Pg, soit | /()| << Re sur .

3%

fiee
127

{*) Nous supposons que Pe est situé sur le segment o, 1.
() Nous prenons 'ensemble complémentaive par rapport au segment (0, 1).
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Flx, y, 3) ¢tant continue, il existe un nombre /L, O << fH.<Zch., tel 4w on
a pour |Az| < H,

@ | B, y, &+ A2) — Fla, y, 2)| <35

pour toutes les valeurs des variables 0 <t <1, 0=y <1, |2|<<R,+ L.
Cela posé, d’aprés la méme condition 2° on peut diviser 1'ensemble P, en
p ? ’ €

un nombre fini de portions, deux & deux sans points communs,

P, =xn 47, + ..+ =%,
telles qu'on a

1
3 [/(e) — ()| << 35 H,

127°¢
si @, et ax, appartiennent & une méme portion ;.

Soit ¢(x) une fonction définie sur P,, constante dans chaque portion x; et

1
qui différe de f'(x) d’' une quantité inférieure a EHE

(4) Wax)=c, pour tout x =,
@) |7@) — Y@ | < 15 He.

Désignons par =, (i=1, 2, 3,... p) p intervalles deux & deux sans points
communs contenant respectivement les portions =y, m; Dm,, et soit

%, Gtant des intervalles deux & deux sans points communs.
Soit v, une quantité positive telle qu’'on a

- he
(0) (Nci‘*‘lci I)ﬂ¢<'§2‘1§.

Désignons enfin par &; un entier positif vérifiant 1 inégalité

(6) § aik < Niw

k=Fk;

Avec ces conventions, construisons dans U intervalle (0, 1) une fonction lp(ac)

x pour xCmw, ou XT3, RI=k,

)=2¢;
x) =0 pour les autres valeurs de .

&
an
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On a
(&) | h(@) | < Re..
Posons
e @) =)z +y,.
g

Il suit de la construction de la fonction ¢, que la fonction f(a) repré-
sente un polygone : démontrons d’ abord qu on a

(10) if(uv) — ey < ‘1{ elis.

En effet, d’aprés le conditions fi0)=—=y, et (9}, on a

| T(w) — fl2)| = Iaf?p'(m)dx - J ) ‘g

éj.l ba) — ['(o) | dee —}—J.l (x| dx +jl W) | dex.
g oL 0P
Cousidérons chacune de ces intégrales; nous avons d’aprés (4) et la

définition de He

- 1 /
(1) (19@) — 1) de < o5 H< T3
e

D’ aprés la construction de 1 ensemble Pe (condition 4°) on a

, Tte
(12) fir@)do <.

arg
Enfin 4’ aprés les conditions (7), (7', (6), (5)

. » oo ? I
(13) (1#) | dw =5 0| 2 5 < sl < T3
i=1 k=k; =1 12

oPg
[’ inégalité cherchée est une conséquence immédiate des trois derniéres
inégalités (11), (12) et (13).
Démontrons maintenant qu on a
1 1
(14) A=|[Fla, fl@), rape —[Flo, T, Fopde| < ;.
0

0
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En oftet, on a d’ abord
A _..Uzw, f(), /(mwu—-er, f(@), Pl ]dw%

<|fi 1, @), re)— Fo, f2), Holdo | +

e
I’

U Fle, f@), 11 w)m|+

o

jr 2, f(@), W)

et d’aprés les inégalités (4), (2)
p 8

| Fla, f(@), ()] — Fle, f@), %l dm{ <5

Py

Qo

D’ autre part, d’aprés la condition 3

* . Ny | €
| [P, ), 1o <35
ol
Enfin d’aprés la condition 1°) et les inégalités (5), (6) on a
— 2 no
IJF{w, [(@), Yx)ldx | < Nymes. CP: -3 N, + 2 3 < ‘i -+ ‘—s- = i‘
l | S Y ST T 24T 12

ory

On a donc A, <<

4
D’ autre part on a par hypothése lg—gl < M: il suit done de I’ inégalité (10)
qwon a
1
A _l j Fla, f(x), W@)\ds — j Flz, fa), % m)]dw} le(w)-—‘ o)|dw=?.
On a ainsi
A< A 44, < 5

Nous nous proposons maintenant de coustruire un poligone y = }‘(cc) tel que

") | Tl — Ta) | < &
1

) | frt, T, Fans - j iz, T, Flapdr | < 5
0 v

(17) 10 =y, )=uy,.
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En vertu de (10) et (14), on voit de suite que ce polygone y :7:‘(;1;) est
le polvgone cherché.
X . , . 1 . . .
Nous remarquons d’ abord que, quel que soit € <-2-, il existe toujours un
ensemble /¢ qui est la somme 4 un nombres fini d’ intervalles, dont la me-

. !
sure est égale & - et tel qu'on a

2
(18) [d(@) | < R4-1 pour tout K (V).

Soit maintenant

(19) ) —f)y=¢
d’apres (10) on a

(20) l¥l<y he
Soit {bi(a;) une fonction vérifiant les conditions:

1) Yx)y=17 pour tout acCE
(1) D) = P(x) +2¢°  pour tout xC K.

Pour obtenir la fonction ?:(m) cherchde, il suffit de poser
(22) o) = j B(w)dw 4y,
¢

En effet, on a d’ aprés (9), (21) et (21)
(23) |T(@) — flaoy| <<
on a de plus, d’ une part, d’ aprés (21), (21'), (20) et (1)

:jF (), fx))de ——J‘F::c iz, f(gc %:

ij flon), Beodar — [ Fla, Ty Hador| <
E E

(") Pour prouver I’existence d’un tel ensemble il suflit de se rappeler (voir le commen-

cement de ce §) que: 1°) Pe2 P; 2°) mes, P~ ; 8°) 4(x) est continue sur Pg; 4°) Pinégalité (4.
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, F
d’ autre part, en vertu de la conditioun (23), (20) et de 1'hypothése 71<M,

on a
1

A =| [Flo, fiw), Flade — [ Fla, oy flolder| <

0

=] ™

On obtient I'inégalité (16) en ajoutant &' & A,".

I/ inégalité (15) et la formule (17) sont de conséquences immeédiates respe-
ctivement des formules (23), (20) et (22), (21", (20), (19).

On déduit de ce lemme les théorémes suivants.

THEOREME 1. La fonction F(X,y,y') étant continue et

al?l < M, la boine

oy

inférieure (supérieure) de U’ integrale jF(x, v, y)dx dans la classe C® est
[

égale a la borne iInférieure (supérieure) de la méme integrale dans la
classe C'.
- TutorkME II. 8°il existe dans la classe C' une courbe qui minime

1
I’ integrale IF(X, ¥, ¥)dx (la fonction F(wx, y, y/) vérifiant les conditions du
0

lemme), il existe aussi un minimé pour cette intégrale dans la classe C® ef
ce minimé est donné par la méme courbe.

5. Dans les démonstrations du lemme et, par conséquent, des théorémes
du § 4 on suppose essentiellement que la dérivée de F(x, v, y') par rapport
& y est bornée. Il est intéressant de savoir si cette condition est nécessaire.

Al
Autrement dit, le théoréme subsitera-t-il si I’'on ne suppose plus ;% < M?

Et dans le cas ol cette question se resoud négativement, est-il- possible de
remplacer cette restriction par I’hypothése que toutes les dérivées partielles
de F jusqu' & un certain ordre existent et sont continues? Nous nous pro-
posons maintenant de répondre négativement aux deux questions posées.
A cet effet considérons la fonction
_z
D, yy=e (?/"‘\/;?)2

On voit de suite qu’elle jouit des propriétés suivantes :
1°) elle est continue ainsi que toutes ses dérivées pour 0 << x;
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2°9) O, Vooy =0; B, i) >0 pour y==Va (@ =>0);
*@
3% W;EO, l=x=0,1=y=0)
Soit maintenant f(y") une fonction continue ayant des dérivées de tous

les ordres et telle qu’ on ait

d?®
—C >0,

Ty min. f{ify == f(0).

M y) =1,

Considérons 1 integrale
H
M fa, priyis.
U

Supposons qu’ on considére comme lignes admissibles toutes les courbes
absolument continues qui passent par I’ origine des coordonnées et le point (1, 1).
Dans ce cas, quelque soit la fonction f(j/) vérifiant les conditions énoncés, le
minimé de 1'intégrale (1) existe toujours et est égal & zéro. Nous allons montrer
qu on peut tonjours construire f{y) de telle facon, que la valeur de I’inté-
grale (1) soit > 1 pour toute courbe passant par les mémes points et appar-
tenant & la classe .

1.,— 1, ,—
Considérons dans le plan z, y les courbes y:é-\/w, y:I\/w et

posons
1
(2) Ha, y) =min. (O, yfeHde, Y@=y, yO=1,

on considére comme lignes admissibles les courbes de la classe C’. On a

ow, V&)=0, %@, y)>0 pour y=+Va
o, y)—9le, y;) >0 sty <y, pour 0<y, va (=1, 2).

_ . 1.
Soit () le minimum de la fonction ®E, n) pour 1 =E>x; % VE=1 21 VE;
on a{l=9p>ux)

14
. _ 1. —
<P<w, —_} \/w) > &) min-ff(?/’)dw, () = —i Vo, yp) =5 Vp.

On sait d’ aprés la théorie classique que ¢’ est une ligne droite qui est la
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courbe minimante pour la derniére intégrale. On a ainsi

1.~ 1 .,—
s Vp—5 Vo
5

P~

cp(as, i \/E) > ¢(oc) min. (p — x) f

»

F VE]
>e¢(lx)min({p — x e |
~_()m (» )fp_w

Nous choisissons 1a fonction f(y) de telle fagon qu’elle vérifie la condition

14/1 1
11/ = 1
(In (1 i (o 7 4V2 . s=w<i]
€2> L Py w<p£1$

On a done, d’aprés (3) et (I)

“) <p(w, i— \/E) >1 pour > ;

— ) ) -
Considérons la tangente A la parabole y=»l- VYV au point (w, i Vx) et
soit p(a) I abscisse du second (en comptant de droite & gauche) point d’ inter-
section de cette tangente avec la parabole y::% Va.

Nous supposons maintenant que la fonction f(y') vérifie la troisieme con-
dition

1, — —
gx)plx) — x 1 0 x <)
() [p(zw) — @} f (@) — @ > O<z<l
Il existent des fonctions, vérifiant cette condition car on a
. Vp@)— Ve
mh.rilo p(x) — % =+
Nous imposons enfin & f{y) les deux conditions suivantes
&x) .~ 1 1
il V5 Y 1 01
) =V f(SVm)V ( - )> O<z<)
14—
8V,
W) 210 g >0 ¢>0)
dt Vi+¢ '

Annali di Matematica, Serie 1V, 'Teme 1V, 4
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Remarquous qu’il existe des fonctions f, verifiant toutes les conditions (I)-(V).
Démontrons maintenant, que dauns ces hypothéses sur () on a

1.
30<OU, I\’w)>1 0 < 2 < 1),

Dans ce but, définissons d’abord une suite de nombre positifs

(a) Lyy  Lpy Wy L

. . 1 . i
de la maniere suivante: x, =g; en supposant x,, &,,.., &£, déja définis, on
trouve x,,, en résolvant I équation p(w,.,)=x,. Il suit de la définition

méme, que la suite (5) est décroissante et qu on a lim x, =0.

1 _
I suit de la formule (4) qu'on a cp(:):’, T Vm)>l pour & =, ; supposons

que I'inégalité cherchbe a lieu pour x =, et démontrons qu’elle aura lieu
pour @ == ®yy, -
Soit don¢ @, = @,y On a d’aprés (2)
Blxe)

(0, 4\/m)wmm U‘Q)(x i) c?x+J®(x NraHd. {

(o)
(J@G V% YP@) = Y, y(l)zl).
Il faut distinguer ici trois cas:
1) g, = 3 Vo)
Daus ce cas on a:

1
o0 1 V) > min. [0, () = slptad), v

pley

d’ou, en vertu de 1° et des propriétés de la fonction ¢, on a
L= 1, ~——
P s 1 Y, | > o pla,), 1 Vplas,)
mais puisque 2, == Zny,, O & P(&,) = @,, donc

1, —
'\P(-%'Q’ ;L\/w0>>1.
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N Qp— 1y L ve
2) 5 Vo) =y, = g Vo), 4@ < g VE pour , <E< plw,) ().

plag)

o0 gV ) > win. [0, y)ty)do =

— 1 Va,
= min. 5(960) [p(wo) — xo]f W‘" .

Il s’ en suit, d’ aprés les conditions I, 2° et IIT, qu’on a

ofw. Ly (05,)
'P(J/m p) on>> 8(480)[])\900) wo]f[ p(mo)_ x,

1
3%y, > 5 Vp(a,), donc la courbe d’intégration y=y(x) coupe la para-

1 (Vo) — \/w?)}
>1

1 .- . . . -
bole Y=g Vo dans un point au moins, dont I'abscisse est < p(zx,). Soit &' la
plus petite de ces abscisses.

On a ainsi

1 ., , ¢ ,
Cp(.’JCO, i Vﬂ%) = mn).jq)(.’l), i yde =
1
3V — Ve
= min. g(x,) (@ — x,)f o mo
Posons
1~ 1, —
g Vo —g Vo, ;
% — x, o
On a alors
| —— 1
W — 2y > 5 @y s
0 4 0 \/1 3 tz
On a donc
1
Ay el

. 1.+ 1, — -
(Y Dans le eas I\/p(a-o)zylil\;pgxo\ ef y(g}z%x/g pour un nombre § an

moins
2, = E< pxy), voir les considérations du eas 3°,
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D’ ailleurs, en vertu de &' > p(x,) on a
a [t - 1
t > d—;ﬂ(?{ \/a/,,)—-—&';—\—/—;i.

Done, d'aprés V et IV on a

ol L vz < 6@ v o 1 1
P(J/o,4vwo>> 4 \/wof(gvali)]/l > 1.

- (sv1 To)

Il est maintenant aisé de montrer que si la fonction f{y) vérifie toutes
les conditions (IMV), I'intégrale (1) surpasse 1 pour toute courbe qui passe
par les points (0, 0) et (1, 1) et qui appartient.a la classe C'.

En effet, soit y =g(x) une courbe qui jouit des propriétés indigudes;
X, étant un nombre positif assez petit, on a

1 J—
"p(wo) < I Vwo

done
1

foi, wony@ids > v, ¢ Va)>1.

]

14 février 1946,




