
Bur quehlueS problbmes du calcul des v,ul,ttmn,. 

pat' M. Lhyltl,~N'r[i.:i.'l..' (Moseou). 

Nous nous proposous d '6 tudier  dans ce M6moire quelques probl6mes li6s 

h la question:  darts quelles hypoth6ses il existe au moins une fonetion y-~-f(x)  
miuimant 1' integrale 

1 

(1) .t'Y(x, y, y')dx. 
¢ . 1  

0 

Nous supposons que la tbuction F(x, y, y') est continue par rapport  /~ 

l ' ensemble  des trois var iables ;  quant ~ la classe des lignes admissibles, nous 

supposons que ce sont des courbes y - -  f (x )  : 1 °) continues;  2 °) passant par 

l 'or igine et le point (1, 1); 3 °) situ6es enti6rement dans le car t6 (0, 0); (0, 1); 

0 ,  l); (1, 0). 

Dans la th6orie classique on suppose les courbes y = f (x)  continues et 

ayant  des taugentes qui varient  aussi d' tree maui6re continue (~). M. TONELLI 

construit  uue belle th6orie dans la seule hypoth6se que les/ ' (x) soient absolument 

continues (~). La question se pose naturellement s'il est possible d '6 tendre  
t~ette th6orie et, eu particulier, si 1' on peut consid6rer comme lignes admissibles 
routes les courbes /L variation born6e;  nous d6montrons dans le § 1 que cette 
question se r6soud n6gativemeut.  

Ainsi done, parrot les courbes  continues la classe la plus 6tendue na£urelle 

de ligues admissibles est celle des /bnctious absolumel:t continues. Pour ces 

tbnctious li~ M. ToNI¢,I,I,! a d6montr6 que pourvu que la fonction F(x,  y, y') 
jouisse de certaiues propri6t6s, l' extr0m6 absolu de l' int6grale (1) existe (~); en 

a.joutant eJlcore quelques hypoth6ses restrict ives sur F(x,  y, y'), 5[. TONELLI 

a d6montr6 que la courbe qui extrSme l ' integrale (1) est une extr6mate (*). 

Q) C'erl; h dire lea eourbea y ~ f ( x )  t:elle~ que f'Lx) eat eontinue. 
{ ~) L. TOXl,:t.LI~ Foitelamenti tli ealeolo delle ;,ariazio;,i (Bolognq, Nicola ZanichelliL 
L ~) Loe.  eit.~ t. I I  t page  2~1. 
L ~) I,oe. e i t ,  ~. [I: pp. 321, 3~5. 
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Nous dommns  dans le § 2 un lemme qui iudique une nouvel le  voie pour 

d6mout re r  l ' ex i s t ence  de l ' cx t rOn6  absolu;  d~ms le § 3 nous dmmons 1' exemple  

d ' tm p rob lone  dtt calcul  des var ia t ions  conduisant  h uue courbe ext r6mantc ,  

qui n ' e s t  pas t_llle ex t r~male  dans  ~ttl(ttlll iuterv~flle. 

Cela pos6, nous cherchons  h r6soudre  la question, si la borne infdrieure 

des va leurs  de l ' i n t eg ra l e  (1) dans  l~t cl~tsse des courbes  abso lument  contimles 

est  ~gale & h~ borne iufSrieure des v~deurs de lt~ m6me iu tegra le  d~ulS la 

classe des courbes  cont inues  y--~ f(x) h d6riv6es f '(x) cont inues  (~). Nous dd- 

mont rons  au  § 4 que cet te  quest ion se r6soud p~r l ' a f f i rmat i~e  si l ' on  suppose 

8F__ born~e. Cette proposit ion at t i re  notre  a t tent ion sur  un nouveau  cas, off ta 
8y 

courbe  ex t r~mante  est une ext r~male .  

Nous d6moutrons  enfin dans  le § 5 qtt' ell postmt 1~ m6me question en 

g6u6ral,  on recoi t  une r6ponse n6gative.  

Pour  simplifier l 'exposit ion,  nous aliens poser quelques dSfinitious. 

Nous dirons que la courbe y--~ fix) appar l ient  d la ctasse C.~ s i  l ' on  a 

I f(x + h) - -  f(x) l ~ ~(] h [), 0 ~ f(x) ~ 1, 

appar t ien t  it la ch~sse C~ ~) si quel que soit un sys t~me fini d ' i n t e rva l l e s  ~ s~ms 

points communs,  on a 

.. [ var  ~, f (x)  

~(x) 5ta,,t tree fonction co~tinue d6ihde pour x~_~0 et telle que ~(0)~-0,  

~(x) .~ 0 pour x ~ 0. 
Enfin soit C(") l~ classe de routes les tbnctions abso iument  cont inues et C' 

celles des fonetions '£ dSrivSes continues.  

1. Sur la possibil it( i  d'dtendre la classe des l ignes admiss ibles .  - -  /qous 

~llons d4mont re r  ici la proposit ion suiv~mte. 
TH~:OR~ME. Si l" on consid&'e comme lignes admissibles loutes les courbes 

d variation bornde (y ~ f(x) ; 0 -~- fix) ~ I ; f(0) ~--- 0 ; f(1) ~ 1), le probl~?me du 

catcul des v¢¢ricttions se rdso~d, en gdncb'aI, ~ld(l¢ttipement. 
En efl'c~ soit F(x, y, y') une fbnetion cont inue pa.r r~tp|)or~ it i ' ensemble  

des wu'iablcs x ,  y~ y' (I6finie pour 0 ~ x ~ 1~ 0 ~ y ~ 1 et pour route w d e u r  

de y ' ;  uous allons ddmont re r  d' abord  que le~ borne iuf6rieure de t ' i u t eg ra l e  (1) 

pour routes les fonctions y--=-f(cx;) h var ia t ion bornde indiqudes est 5gale h la 

k i) Voir la note (t) p8ge 7. 
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borne infdrieure de la m6me intdgrale oil 1' oil suppose que g = ~(x), y ' - -  q~(x), 
q0 et ~ 6tant des tbnetions mesurables, 0 ~ ~ ( x ) ~  l, et d 'ai l leurs absohunent  
quelconques. En remarquant  que cette derni6re borne infdrieure est tou,]ours 

atteinte par un certain couple de tbnetions mesurables !1 = ~(x) et z--d?(.z), 
mais qu 'en  g6ndral la fbnetion @v) n 'es t  pas la d6rivde de la fonction ~(w), 
on verra que la proposition 6nonc6e sera demontr6e. 

Le th6or6me /t d6montrer  est done r6duit h la proposition suivante :  
Ouelles que soient les fonctions mesurables et finies presque partout ~(x) et ,,b(x) 
(0 ~ ?(x) ~ 1), pot~rvu que ta fonetion F[x, ~(x), +(x)] soit sommabte et quelque 
petit que soit ~, il existe tou]ours une fonction y - - f ( x )  d variation bornde 
(0 ~ f(x) ~ 1, f(0) ---0, f(1) m l) telle qu' on a 

1 i 

0 0 

Passons /t la ddmonstration de eette derni6re proposition. 

La fonefion F(~v, y, y') 6Lant continue, il existe un nombre M tel que 

(1) I F ( x , y ,  0) l ~ M  pour 0 ~ x ~ l ;  0 ~ y ~ l .  

La ibnetion F[x, qo(x), ~(x)] 6tant sommable, il existe done, quelque soit ~, 
un ensemble parfait P (') ayant  les propri6t6s: 

1 °) mes P ~_> 1 - -  8--M; 

2 °) t~(x) est continue sur P ;  

3 °) Fix,  (x)]dw < g  ('). 
OP 

Soit ~(x) une fonetion qui est 6gale g +(x) sur P e t  it 0 en dehors de P. 
1 

Io =_t'F[x, ~(x), ~(x)]dx, nous avons En posent 
0 

P 

D'aut re  part  en vertu de l 'indgalit6 (1) on a 

I~F[x, ~(x), O]dx i ~ M mes CP ~ 8 
(]l' 

(t) Nous supposons que Pes t  situ6 sur le segment (0~ :1). 
[e) Nous prenons l'ensemble compldnmntaire p~r rapport au segmenl; (0~ B. 

Attnalg dl Matematlea, 8er ie  I V ,  Tomo I V .  
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il sn suit 
1 

U 

Consid6rons main t smu | t  l ' intSgralc 

1 

r, =j'~'[x, v(x), ~(x)]dx. 
(} 

Soit N le maximd de i~(x) ! pour 0 ~ x ~  l c t  K l e  maxim6 de I F(x, y, ~')I 
pour  0 ~ 1 ,  0 ~ y ~ l ,  I~ I~2 V.  

Les fonctions ~(x) s t  ~(x) 6tant mesurables,  il existe un ensemble parfait P~ 
a, yant  les propr i6t6s:  

1 °) rues P~ ~.~ 1 --  81~; 

2") ~(x) est conthme sur P~; 

U l'l  

Soit ~-(x)une fonefion continue,  6gale il ~(x) sur P~ et wwiant  lin6ai- 
r smen t  en dehors  de P~, ou a 

1 

(3) 

Done, d ' ap rbs  (2), on a 
l 

0 

L~ fonction F(x, y, y') 6rant continue,  il exists un 'hombre h tel que 

I F(x,  y + ,~y, z)  - -  F(x,  y, z.)l ~ 

pour  tout I ~ I ~ N e t  I AYt --~ h. 
Soit 

x 

0 
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La tbnction ~*(x) est continue, done, d' aprbs un th6orSme de M. N. LUSIN (t), 
on peut construire une fonction ~(x) ~ variation born6e et telle que :  

l °) ~'(x) - -  0 presque partout ;  

I - -  - -  h ;  

3 ° ) ea posant f ( x ) - - ~ * ( x ) + ~ ( x )  on a f(0) ----- 0, f ( l ) : l ,  0 ~ _ f ( x ) ~ l .  
I I e n  suit 

I (x) - f ( x )  l <_ h,  

f '(x) =qJ(x)  presque parlour, el, d 'apr~s 3 °, les fonctions "¢*(x) et ?(x) 6taut 
it variation born6e, la fonction f(x) l 'es t  aussi. 

D' autre part, d' apr6s (4) 

1 [ 

0 t~ 

Done, d 'apr~s (3) 
1 

[o-- j 'F[x ,  f(x),  f ' (x)]dx _< 
0 

ce qui d6montre la proposition 6nonc6e. 

2. L ' ex t r6md absolu. - -  Les consid6rations de ce § se fondent sur la 
proposition suivante. 

LEMME FONDAMENTAL. Etant donnd une classe Cop de courbes continues, 

on peut construire une fonction continue des deux  variables ~(x, a) aya~lt 
les pvop~idtds suivantes : 

1 °) On obtient routes les fonctions de la classe donnde en at tr ibuant  
ti a loutes les valeurs numd~'iques possibles 0 ~ a _~ 1. 

2 °) Quel que soil le no~nbre ~o, O ~  a o ~ 1, la fonction de x, q~(x, ~o) 
appart ient  d la classe donnde. 

En effet, soit 
(1) ~i, ~,...., ~,,, .... 

une suite de hombres positifs telle que lim :q, ----- 0. 

Consid6rons 7 en posant ~n--~(~ , )  (~), une nouvetle suite de hombres positifs 

~,, e~,...., en, .... l i m  ~,, ~--- O. 

(t) N. LUStN, L' iutdgrale el la serie trigonomdtriqu.e (en russe). Moseou 1915, p. 34. 
(':) ~ eat la fonction qui figure dans la d6finition de la clasae G~. 
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D'apr6s  la d6iinition de la classe C.~, quelle que soit la tbnctiou f(w) de 

la classe consid6rfe on a :  

1 °) O<_/ ' ( x )<  l ;  
2 °) [ f (x  + h) - -  f ( x )  j ~ z,, pour tout h, i h [ = ,},,. 

Consid6rons maintenant  dans le cart6 (0, 0), (1, 0), (i, t), (0, l) les points P,,~ 

p &ant un entier positif fixe. Construisons routes les lignes polygonales pos- 
sibles ayant  leurs sommets aux points P ,~  et telles que si l' un des sommets 
d 'unc  telle ligne est au point P,h,  f u n  des sommets voisins est n6cessai- 

rement  au point P~L-~,~ et l ' au t re  au point 1)~+~,.~ ., i et j ne pouvant avoir 

d ' au t re  valeur  que I t - - 1 ,  ou It, ou It-t-1. Pour un p lixe il n 'existe  qu' un 

hombre fini de cos lignes polygonMes, soit 

7:,(x, p), 7:,,(x, p),..., ~:~,(x, p) 
routes ces lights. 

Celh pos6, consid6rons ccux des polygoncs u,(w, l), ~:~(x, 1),..., =~,(x, 1), 

qui vcriiient l'in6g'alit6 

l ui(x, 1) - -  f ( x )  I _~_ 2e~ 

6¢;, soit f (x)  6rant une fonction quelconque de la classe ~ • 

rq'(X, 1), 7:2'(:z; , 1),..., ~z~'(.% 1) 

tous ces polygones. 
Soit P~(x, o:) une fonction continue ddfinie pour 0_~_ x _~ 1 et 0 ~ ~¢ ~ l 

de la mani6re suivante 

( P~ x '  N~ - - 1 ]  =~+~(m, I) ( k = 0 ,  i, . . ,  N~'--I) .  

On aeh6ve la d6tinition de P~(x, a) en la faisant varier  l indairement en 

suivant des droites perpendiculaires h l ' axe  des x dans les autres points 

du earr6 ('). 
II suit de la d6flnition de P~(x, , )  qu' il existe, quelle que soit la fonetion f(x) 

de la ctasse 6'~, un hombre %, 0 ~ % <:~ 1, tel que 

] f(x)  -- Pi(x, %)I ~ 2~i" 

(t) Plus prdcis6ment, nous posons 
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De plus quel quc soit le ~mmbre I~o, 0_~_~o_~_ 1, il oxiste tot0ours une 
folmtion f(,r) de ht classe C~ telle que 

I P , (x ,  ~0) - f ( x ) ]  ~ 2~,. 

Supposol~s qu 'oa  puisse co~st~'uire tree fo~mtion CO~ltiHue P.(X, g), a,yant 
les propridt6s su ivantes :  

i °) quelle que soit la fblmtion f (x)  de la clttsse consid6rde, il existe 
tot~iours u~ hombre  % tel que ! P , (x ,  ~ o ) -  f(x) l ~ 2~,~ ; 

2 °) quel que soit le hombre  %', 0_~_ :¢o'~ 1~ il existe tree fonctio~ f (x)  
de l~t classe C~ telle que IP,(,x,, ~o ' ) -  f(x)I~--2~,~. 

Nous al[ons ddmout re r  que dans ce cas on peut toujom's const~'uire une 
foHctiou conti lme P,,_,_~(x., a) telle que :  

1 o ) quelle que soit la fonction f (x)  de la classe C~, il existc toujours 
un hombre  ~o, 0 ~ ~0 --~ 1, tel que ] P~,+,(x, ~o) --  f(x)] ~ 2~,,+~ ; 

2 °) quel que soit le lmmbre ~o', 0_~ ~o' ~-~ 1, il existe uae fonctioa f (x)  
de l.'t classe C~ telle que 1 P,+~(x, ~0') - - f (x ) l -~ -2¢ ,+~  ; 

3°) t P,,(x,  a) - -  P , + , ( x ,  a) I ~ 4e,~ -b 2~,,+1. 
1 

Eu effet, soit ~ ~ 0 tree quantit6 telle que --~ cst un entier  ct qu 'on  a 

IP,,(x, a - t - - h ) - - P , ( x ,  a ) l ~ , ,  pour ]hl<~_ ~. 

Cel~t posd, considdrons ceux des polygones  

~,(x, n-I- 1),..., ~:~,,.~(x, n + 1) 

qtii v6rifieJ~t l 'ht6gali t6 

l r:(x, n + 1) - -  f ( .r , ) i< ~,~+, 

f(.r.) 6taut une fouctiou quelco~que de 1.~ classe C-e; soit 

~,'(x, n -~ 1),..., r:'~, ÷~(.:c, n +- l) 

tous ces polygones.  

D'ttpr~s les propriStds de la fouction P,(.c, ~) et d' a, prSs la construction 
des polygo~ms ~:'(x, n -~ - l )  il existe, quel que soit le polygo,m ~:j(x, n - b  1), 

1 
ua e~tier j ~ - ~  tel que 

(2) I l ' , , (x ,  j~)  - -  ~ ' ( x ,  n + 1) t <: 3~,, + 2~,+~. 

Nous dirons que le polygone x~'(x, n - t -1 )  appar t ient  h la clt~ssej si l ' ind- 
~'~litO (2) est vdrifide. Chacun des polygones ~'(x, n + l) appar t ient  aiasi h 



14 ~.[. LAVRENTIEFI~': Stt?" quelffues probl~mes du calcul des variations 

/ 1 \  / I \  
U l l e  d ~ t s s e j ~ O ~ _ ] ~ ) .  [[,Vel'Selllellt queI que soit le i l o l l l b l ' e j ~ O ~ j ~ ) i [  

exist des polygones 7:'(.c, n-4-L) de la classe j .  

Soient 

' ~:~(;., n-1-t), . . . ,  r:.jt~.j(:,~' , n - t - 1 )  7:j,(x, n A-- 1), ' v 

t o u s l e s  polygones de lt~ classe j .  
Passons h la construction de la fonction cherch6e P,+~(x, a); h cot effet 

nous divisons le segment  [j~, (j-~-1)~] eu ttj ptu'tios 6gales;  soient 

respect ivement  l 'extrSmit6 gauche du segment  consid6r6 et los point de di- 

vision ; posons 
p,,+~(:~,,  a(,~)) ' " = n ~k (~, n + 1 ) 

k---1~ ~ O, 1,..., ..,.., ~s; j - - -  1 

l 
P,,+~(x, 1) ' ~ 1' - -  1. --- r : s ~ ( x  , n -4-- 1) o1:~ on  p o s e  j - -  -~ 

On ach6ve la d6finition de P,,+, en la fifisant varier  l in6airement en 

suivant des droites perpendiculaires h l ' axe  des x dans los antres points 

du c~u'r6. 
Ii est 6vident que la fonction P,,+i(x, ~) v6rifie los trois conditions pos6es. 

On construit  ainsi en part~mt de lt~ fonction P,(x,  ~) une suite de tblmtions 

(3) P,(x ,  ~), P~(x, ~),..., Pn(x, a),... 

ay~nt les propri6t6s:  
1 °) quelle que soit la fonction f(x)  de la ctasse consid6r6e C~ et quel 

que soit le hombre entier  n, ii existe un hombre %, 0_~_~o_~l,  tel que 

] P,,(x, %) - f(x)  I ~ 2~,, ; 
2 0 ) quel que soit le hombre ~o, 0 ~ ~0 ~ l, et quel que soit le hombre 

entier m, il existe toujours une fbnction f (x)  de la classe eonsid6r6e C,~ telle 

que t P,~(x, ~o) - -  f (x)  I~-- 2%~ ; 
3") t P , , ( x ,  ~) - -  P , , + , ( x ,  ~) J <_ 4~,, + 2~,,+~. 

OO 

Cela pos6, supposons que la suite (I) soit telle que la s6rie Z ~n converge.  

Aiors, en ver tu de 3 ° la suite (3) converge  uniform6ment. Posons 

W(x, ~) = lira P, (x ,  ~). 



~[. LAVRENTIEt'F : St ir  quelques probl~mes dlt calcld des variatioas 15 

D'apr6s  les propri6t6s de la suite (3) il est ais6 de voir que la fonction 
construi te  ~" est la fonction cherch6e.  

COROLLAIRE. /~'l(~l~ dollied ,~ze classe C(~ a) de courbes absolument con- 
tinues, on pent construire u~e fonction continue des d e u x  variables (o(x, c¢) 
aya~,t les propvidtds su~vantes : 

1 °) On obtient routes lea fonctions de la classe do~nde e~ at tr ibuant  
d ~ to~tes les valeurs mtmdriques possibles 0 ~ % ~ 1 ; 

2 °) quelque soil le hombre So, 0 ~ a o ~ 1, la fonction de x, (o(x, so) 
appa~'tient d la classe donnde (~). 

Nous passons main tenant  ~ l 'appl icat ion du lemme fondamental  au pro- 
bl6me de l ' ex is tence  d' un extrSm6 absolu. 

Consid6rons l' integrale  
1 

(t) iF(x,  y, 
/ , i  

y')dx. 
0 

Supposons que certaines propri6t6s de la fonction F pe rmet ten t  de d6- 
mont re r  que s ' i l  existe nne courbe ex t r6mante  pour  l ' iu t6grale  (I) dans la 
classe des l ignes C ('), cette courbe appar t ien t  n6cessai rement  ~ une ctasse C~') (*). 

Alors le pvobl~me de l 'ex is tence  d ' u n e  ¢xtvdmante  pour  l ' inldgrale (1) 
se vdduit au probl~me de l 'ex is tence el" un ex tvdmd pony une cerlaine 
fonction d' une oa'riable. En effet, en ver tu  du corollaire, la fonction 

1 

= I F [ x ,  to(x, a), to'x(X, a)]dx 0(~) 
0 

r6soud la question. 
D'ai l leurs ,  en raisonnant,  comme le fail M. TO:NELLI (a)~ on d6montre  que 

..a~ l~' _--( a~ F O) dans l 'hypoth6se  ~ 0  ~ la tbnction (I)(a) est semicoutinue inf6- 

r i eurement  (sup6rieurement).  On obtient  ainsi le r6sultat  de M. TONELLi:avec 

(l) On obtient une proposit ion analogue en eonsid6rant une classe de fonetions born6es 
dana leur ensemble et  ayant  des hombres d6riw~s bornds dana lenr ensemble. OIl d6duit 
d ' a i l l eu r s  immddiatement  da lemme fondamental~ du corollaire  et do Iv remarque faite lea 
propositions eonnues de M. HILB~RT et de M. AsooL[ sur Pexistence des suites uniformdment 
convergentes dana certaines classes de fonctions. 

('~) M. L. TONI*~'LLI a montr6 quail en eat s inai  dana Phypothbse 

F(x, y, y'):~[y'[l'ta ( z > 0 ) ,  pour [ y ' ! : ~ V ' ,  (:¢ et Y '  sont des constantes), 

loe. e i t ,  t. II,  p. 282. 
(a) Loe. eit., t. 1, p. 397. 
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cette hypolhOse compldmenlair¢'  on pe~t (¢/fi~'me~' que le minim¢; (m~xim6) 
absoh~ e.cisle. 

3. Example.  -- L~ construction de notre cxemple (~) se fonde sur lcs 
deux lemmes suivants:  

LEMME I. Elan t  donndes de~,r; couJ'bes analyliqt tes fermdes, f(x, y ) - - 0 ,  
~(x, y ) = 0 ,  sans points  communs  ct telles que ? = 0  est eontenae clans 

t ' a i re  D t imitde p a r  f(x, y ) : 0 ,  on pe~tt lottjottrs eons&.ttire une [bnction 

F(K, y) ayan t  l¢,s propridtds  s~tivantt's : 

I°) F(x, y) < 0 dans D ; 

2 ° ) F(x, y ) = 0  s~r  q ; = 0  el = s > 0  s~r  f----0;  
3 °) F(x, y) a des dOrivdes parl iel les  des n p remier s  o~'dres continues 

p a r  rappor t  a x el y ¢,t s 'annulhcn t  sur  ~ = 0 el f - - ' 0 ;  
4 ° ) qttel que soil ~ > O, pour  ~ assez pet i t  la /bnclion F(x, y) et ses n 

premiOr¢'s derivds sont de module < ~ pour  lo?ts les points  clans D. 

En effet, construisons la fonction 

f (~ ' ,  q)l ' '+~  ~ , - + .  

F ( . r , y ) =  [[~(.,,.7)1 + [ f ( . , ! / ) ]  ] 

on voit de suite que cette fonction vdrifie routes les propri6t6s indiquds. 
LE~ME IL Etant  don~de un segment de com'be cont inue [y = fix), 0 ~ x < 1], 

on peu t  to,t j u t s  cons tru ire  une fonct ion conlin~te ~(x, y) ayan t  les propridtds  

s~t iv~tes  : 
1 °) (I)(x, y) > 0, si y At= fix), (P(x, y) = 0 pore' y = f(x) ; 
2 °) q)(x, y) a des ddrirdes continues des m premie r s  ordres. 

En effet consmfisons une suite de courbes analytiques ferm6es 

f~(x, y) = O, f~(x, y ) =  0,..., f , ,(G Y) = 0,... 

deux k deux sans points communs et telles que:  
10 ) toutes les courbes f~(x, y ) = O  sont contenues  dans~l 'a ire  limit6e 

par la coube f,(x, y) pour i > n, ( n - - 1 ,  2, 3,...); 
2 ° ) la courbe donn6e y ' - -  f(:c), ( 0 ~ x ~  1) est contenue dans l 'aire 

timit6e par la courbe f~,(x, y ) = 0 ,  (n ~ t, 2, 3,...). 
Celb~ pos6, construisons les fonctions ( lemme I) 

[ rf ¢,m ,u~pn+t ]2(re+l] ,, 
O.(x, !1) : ,, - - - ~ -  - ~  y ) l . ~ + ~  - -  1 ]  + a - -  ~ ~ .  

[ [ f , ,+~( : r ,  y)l" + [ f , , ( ~ , ,  ~=~ 

(t) Voir l~introduetion. 



~I. LAVRENTIEFF: Sur quelques probl~mes du calcul des variations 17 

On ctmisit les nombres positifs ~,~ (n = 1, 2, 3,...) tels, qu' on a :  
~ 0  

1 °) E ~,~ - -  a ~. ~ ; 

2 °) Toutes les d6riv6es partielics de h~ ibnction CO,,(x, y) jusqu ' / t  l 'ordre m 

sont inf6rieures h ~,~ en valeur absolue, les hombres positifs ~},~ (n - -  1, 2, 3,...) 

sont tels que lim ~ , , - - 0 .  

D' apr~s le lemme I, la ibnctiou cberch6e sera done dSfinie par les con- 
ditions suivantes : 

1 °) CO(x, y) - -  0 pour y ~ f(x);  
2 °) CO(x, y)---COn(x, y) pour les points situ~s dans 1' aire limit6e par les 

courbes f,,(x, y) --- 0 et f,,+t(x, y) = 0. 
Nous passons maintenaut  h la construction de l ' exemple  indiqu6. 

Soit y - -+( . r , )  une courbe absolument continue n ' ayan t  pas de d~riv6e 

dans un ensemble partout dense sur (0, 1). Construisons la fonction CO(x, y) 
du lemme II pour cette courbe y = qb(x) et consid~rons l ' int6grale 

l 

I--.[CO(x, yX 1 + y'"-)dx. 
o 

En posant 
CO(x, y) .  (t + y'~) - -  ~F(x, y, y') 

nous avons les propri~t~s suivantes de IF(x, y, y ' ) :  

1 °) ~F poss~do routes les d6riv~s des m premiers ordres par rapport  
h x ,  y e t  y ' ;  

3 °) Le minimum absolu de I e s t  donn6 par ta courbe y - - ~ ( x ) ,  qui 
n ' es t  pas une extrdmale dans aucun intervalle. 

4. Les eourbes admissibles C (.) et C'. - -  Nous passous /t la derni~re 
question de ce ~i6moire. 

LEMME. Soit F(X, y, y') une fonction continue et telle que ~ ~ M (l). 

Soit f(x) ( 0 ~ x ~ l )  une fonction absolument continue 0 ~ f ( x ) ~ l ,  f ( 0 ) - - y , ,  
f(1) - -  Y2, et telle que la fonction F[x, f(x), if(x)] est sommable. II exis te  alors, 

(~) M es t  une  constantt~ abso lu .  

Anaali  di Matomatioa, Sorie IV, Tomo I V. 
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quel que soit 8 > O, une fonction ~(x) ayant  uric d~)~'ic(.;e co~dinue et vd~'ifiant 

les conditions suivantes : 

1 °) ~(0) : if,, ~(1) : y~ ; 

2 '>) f i x )  - -  <¢(x) I < ~; 
l 1 

" 1~ 8 .  

o o 

Remarquous d ' abord  que pour d(~montrer le lemme il suffig de prouver  

qtdi |  existe une polygone g = f ( ~ ) ,  vdrifiant les m6mes conditions que 1~ 

fonction y = ~(x). 
Pour  coa~truire uu tel polygouc faisons lcs coavcutions prSlin)inMrcs 

suivautes.  D6signons par N,. lc maxim5 du modulo de F(x~ y, y') pour 0 - < x  ~ I, 

0 ~ y ~ _ _ l ,  [ff 't<:J'.  Soit P u n  cnsemble parfidt situ6 sur lc segment  (0, I) de 

l ' axe  des x, rues. P--~½, et tel que f (x )  est continue sur P ;  nous d6signoas 

par R le maximd du module de / (x )  sur P. Ddsignons enfin par h~ un hombre 

1 
infSrieur "~ 1 ct h ~ ,  tel qu 'on  a pour ] ' A ~ l ~ h ,  

(1) iF(x, y, z + ,Xz)- F(x, y, z ) [ < ~  

pour un certMn 8 > 0 et pour routes les vMeurs des vari~tbles O ~ x  ~ 1:, 

0 ~  ! 1 ~  1, ]zl~_~R-t-1.  
Passons mMntenaul; ',% la construction du polygone ctierch6. 

Les fonctions f'(x) et F[x, f(x),  f'(x)] 6t~uit mesurables  et somim~bles, il 

cxiste, quel que soit 8 5> O, un ensemble parfait i~  (L) tel qu 'on a :  
8 1 

1 °) mes. P ~ : > ] -  241¥o, I ~ P  pour ¢_~_-~; 

2 °) f ' (x)  est continue stir P ,  ; 

h~8 
4°) [ f '(x) l d x  < 12 " 

En vertu de la propridt6 "2° ,. , if(x) est borude sur P~, soit If'(x) I < Re sur P~. 

(i) Nous  supposons que Pe est .~itu6 aur le segment  (0~ 1). 
(2) Nous prcnons  l~ensemble compl6mentMre lmr rnpport  ~u segment  (0, 1). 
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(x, y, z) 6tant continue, it existe un hombre IL O<tt~..~zh:, tel qu' on 

a yore" I~z[ < tt~ 

(~) IF(x, y, z + a z ) -  F(x, y, z) l <  1-~ 

pour toutes les valeurs des variables 0 ~ x ~ l ,  0 ~ y ~ l ,  I z l - ~ - R ~ + l -  
Cela pos6, d 'apr5s la m6me condition 2 ° on peut diviser l 'ensemble P~ en 
uu nombre fini de portions, deux h deux sans points communs, 

telles qu' 011 a 

[ i f ( x , )  - -  f ' ( x ~ ) ]  ~_ ~--~ H e 

si x~ et x .  appart iennent  '~ tree m6me portion ~q. 

Soit +(x) une fonction d6finie sur P~, constante clans chaque portion u~. et 

qui diffSre de f'(x) d' une quantit6 iuf6rieure h ~ H~ 

(4) ~(x)---c~ pour tout x ~ i  

(4') l f ' ( x ) - - + ( x ) i < l H ~ .  

D6signons par r h (i== 1, 2, 3,... p) p intervalles deux h deux sans points 
communs contenant respect ivement  les portions rq, 7q ~ r h ,  et soit 

k = l  

8ik 6tant des intervalles deux g deux sans points eommuns. 
Soit ~ une quantitd positive telle qu 'on a 

eh~ 
(5) (Ne, + I c, I)~, < 2419" 

(6) 

Ddsignons enfin par  hi un entier  positif vdrifiant l 'in6galit5 

k = k  i 

Avec ces conventions, construisons dans 1' intervalle (0, 1) une fonction ~(x) 

(7) ~ ( X ) : e l  pour x ~  OU X C ~ I h  , k ~ _ . h i ,  

(7') '~(x) = 0  pour les autres valeurs de x. 
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0 1 1  ~l, 

(8) I'~(x) I < #~. 
Posons 

(9) f ix) @ ( x ) d x  -t- y~. 
u 

II suit de la, construction de la fbnction ,~ que la tbnction /:(x) repr~5- 
sente un polvgone:  ddmontrons d'~tbord qu' on a 

i 
(10) I };(x) -- f(x)[ .~ ~ eh~. 

En effet, d 'apr6s le conditions f (O)=  y~ et (9), on t~ 

o o 

Consid6ronu chacune de ces intdgrales; nous avons 
d~finition de Its. 

I ch~ 
(11) I~(x)-- f'(x) ldx < H ~  12" 

(12) 

(13) 

D'apr6s la consn'uction de l 'ensemble P~ (condition 4 °) on a 

d 'aprbs (4') et la, 

I ~h~ 
I f'(x) l dx < 5~" 

01 '  e 

Enfin d 'aprSs les conditions (7), (7'), (6), (5) 

l ~h8 I~(x)ldx-<-~lc, l~ ~,, < ~lc,]~, < - i ~ .  
t ~ l  k ~ k  i f ,~ l  

L'in6galit4 cherch6e est une consSquence imm6diate des trois dernibres 

in6gMitds (11), (12) et (13). 
DSmontrons maintenant  qu' on a 

1 1 

o o 

7(x), P(x)]dx I < ~. 



• ~a = (~)._/ "a = (o)/ (LT) 
o o 

g I xp[(x),J= 'tx)./= 'X],d~-- xp[(x),/_ '(x)./_ 'x],,4 f (9I) 
l t 

.! > I (x)./-- (x)./I (~t) 

onb IO~ (x)._]_-- // ouO~[lod tin oa!na~suoa op ~uvtto~u!a.,m suosodoad suou sno~ 

!SUlU 1: u 0 
o o o 

I t I 

(0I) 9~!I~.ggug ,lop ouop ~!ns !! ./tT ~ ~-~ osgqlodXq .n.'d ~ uo ~a~d oaln~ ,(I 

• 2~,V romp ~ u 0 3 

LtO 

~, uo (9) '(0 Sg~ll~.gPU! SOl ~o (ol uo!~!puoo v. I so.ada.,,p u!Ju~ 

1 

of, u°]~!PU°° ~"1 sg.td~ ,P '~.u'd oa~m.',fI 

• ~A~ ~ I~, l[(x)¢_ '(~)./'~la -[(~),J '(*)J '~]a l.f 

(g) '(,~) s91!la;~gu! SOl so.ad~:,l) ~o 

~to ~,to 

I 1 

p,toq~:,p a: uo 'aOtl o u a 
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En vertu de (10) et (t4), on voit de suite que ce polygone y--~(;)~) est 
le polygone cherch6. 

* o  

Nous rcnlarquons d' abord que, quel que soit ~ ,< 2 '  il cxiste toujours un 

ensemble E qui est la somme d 'un  hombres [ini d ' interwdles,  dont la me- 
1 

sure est 6ga, te it ,~- et tel qt t '  on  a 

(18) [7~(x) l < R % - I  pour tout x ~ E ( h  

Soit maintenant  

(19) 
d 'apres  (10) on a 

(20) 

~ 1 ) - -  f ( l )  = d 

1 

Soit ~ x )  une fonction v6rifiant les conditions: 

(21) ~(x) '---~ pour tout x ~ C E  

(2V) ~ (x ) - - -q ) (x )+2s '  pour tout x c  E. 

Pore" obtenir la ibnction f(x) cherchde, il suffit de poser 

(.92) ~(X) .'=~(x)dx -4- y~. 
0 

En effet, on a d' apr6s (9), (21) et (21') 

(23) iT(x) -  ?(x) l <_ e; 

on a de plus, d' une part, d' apr~s (21), (21'), (20) et (1) 

1 1 

o o 

E E 

(~) Pour  prouver  Fexis tence  d ' u n  t e l  ensembl% il  suM~ de se raI)peler (w)ir le cmnmert- 
1 

cement  de ce §) que:  10 ) P~a_P; 2 0 ) rues. P - - 2 ;  3°) ~(a') est eon~imm sur P~; 4 °) l ' in~gal i td  (4'). 
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d 'au t re  part, en vertu de la conditiou (23), (20) et tie l 'hypothbse 

e u  a 
l 1 

J I ?(x), ]:'ix)ld  <_ 
0 0 

o 1< ,u, 

On obtient l ' indgalit4 (16) en ~ljoutant h~' it 5~'. 

L' indgalitd (15) et la formule (17) sont de consdquences immddiates respe- 
c t ivement  des formules (23), (20) et (22), (21'), (20), (19). 

On dSduit de ee lemme les thdorSmes suivauts. 

TIII~OI¢]~IE I. La fonction F(x, y, y') dtant continue et ~ ~.. M, la borne 
l 

(supdriem'e) de l'integ~'ale _IF(x, y, y')dx dans la classe C (~) cst iJtfdt'iets~'e 
T J  

0 

dgale d la borne infdrieu~'e (supdrieure) de la mdme integrale da~s la 
classe C'. 

TH~ORI~ME II. S ' i l  existe dans la classe C' une courbe qui minime 
1 

l ' integrale  _tF(x, y, y')dx (la fonction F(x, y, y') vdrifiant les conditions du 
0 

lemme), il existe aussi un minimd pour cette intdgrale da~s la classe C (~) et 
ce minimd est donnd par  la mdme cotcrbe. 

5. Dans les ddmonstrations du lemme et, par consdquent, des thdor~mes 
dtt § 4 ou suppose essentiellement que la ddrivde de F(x, y, y') pal" rapport 

h y est bornde. Il est iutdressant de savoir si cette condition est ndcessaire. 

Autrement  dit, le thdor&ne subsitera-t-il si i 'on ne suppose plus ~ ~ M? 

Et dans le cas od cette question se resoud ndgativement, est- i l  possible de 
remplacer  cette restriction par l 'hypoth~se que toutes les ddriv~es partielles 

de F jusqu 'h  un certain ordre existent et sent continues? Nous nous pro- 
posons maintenant  de rdpondre ndgativement aux deux questions posdes. 

A cet effet considdrons la lbnction 

2 

@(x, y ) : e  (y_~/~)2. 

On volt de suite qu'elle jouit des propridtds suivantes:  

l °) el[e eat continue ainsi que toutes ses ddrivdes pour 0 ~  x ;  
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2 °) O(x, Vx) = o ; O(x, y) > o pour y :4: V~ (x ~ o); 

~ . ~ 0 ,  ( l ~ x ~ O ,  l _ ~ y ~ O ) .  

Soit maintemmt f ( y ' ) t r e e  fouetiou eo~timm ayaut des ddrivdes de tous 
les ordres et telle qu'on air 

d~f  
(I) f iy ')  ~ 1, dy,. ~ > O, rain. f(y') = f(O). 

(1) 

CousidSrous 1' iutegrale 

t 

(P(x, y ) f (y ' )dx .  
U 

Supposons qu'on consid~re comme ligues admissibles routes les com'bcs 
absolument continues qui passent par l' origine des coordo,nSes et le point (l, 1). 
Dans ce cas, quelque soit la fonction fly') vSrifiaut les conditions 5uoncSs, ie 
milfim5 de l' int~grale (l) existe toujours et est 5gal h z4ro. Nous allons montrer 
qu'oa peut tonjours construire f ( y ' ) d e  telle fa0on , que la valeur de l'int6- 
grale (1) soit > 1 pour toute courbe passant par les mSmes points et appar- 
tenant g la classe C'. 

Consid~rons dans le phm x, y les courbes y = ~ -  y - - - ~  

posons 
I 

(2) ~(x, y) - -  min.~(p(x, y) f (y ' )dx,  y(x) ~ y, y(l) ~ 1, 
:b" 

on consid(~re comme lignes admissibles les courbes de la classe C'. On a 

~(x, V x ) - O ,  ~(x, y ) :>o pour y ~ V x  

~(x, y~)--~(x,  Y2)>0  si YL~Y.z pour O ~ y ~ : ~ V x -  ( i - - - l ,  2). 

Soit ~(x) le minimum de la folmtion ¢(~, ~) pour 1 ~ x ;  ~ V ~ : q  ~ "V~; 

on a ( l ~ p : > x )  
P 

qo x, ~/;x- 2~ ~(x) mira y ' )dx,  g(x)  = V x ,  U(P) ~--- -~ 

Oa sait d'apr~s la thSorie classique que c 'est  une ligne droite qui est la 
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courbe miuimante pour la derni6re int6grale. On a ainsi 

(3) 

[ ' ]  
(x . x 

Nous choisissons la fonction f(y') de telle fagon qu' elie v6rifie la condition 

(II) / , \  g ~ x < I I 
*(2) min. (p -- x)f  : > l  x < p < l  

On a donc, d' aprSs (3) et (1) 

(4) ? x, ~-Vx > 1  pour x > 2 - .  

1 V x  au point (x, V x ) e t  Consid6rons la tangente ~k la parabole y - - -4  

soil p(x) l'abscisse du second (ell comptant de droite A gauche) point d'iater- 

1 Vx. section de cette tangente avec la parabole y = ~  

( '  Nous supposons maintenant que la fonction f y) v6rifie la troisieme con- 
dition 

(Iu) ,(x) [p(x) - x] f ,i (Vp(x) - Vx)  p---~-~-~-~ ~- j > 1 (0 < x  <: 1). 

I1 existent des fbnctions, v6rifiant cette condition car ot~ a 

lira Vio(x) - -  V x  __ + ~ .  
~--o p ( x ) - - x  

Nous imposons enfia A fly') les deux conditions stfivantes 

e(x) f 1 '~ 1 

V x f i ' 8 V ~ ) ' ] / 1  +(8--V-~," 1 f (IV) 4 

(V) f(t) • ~/i_i2_t=, > 0 

> 1  ( o < x <  1) 

(t :> o). 

Aa)mli di M~temc*tiea, ~erie IV,  Tomo 1V. 
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(5) 

de lo, maniere su ivante :  x~ 

Romarquons qu' il existe des tbnctions [i vdrifiant routes les conditions (I)-(V). 

Ddmontrons maintemmt, que dems cos hypoth&es  sur f ( y ' )  on a 

( ' )  x,  ~\,X > t  ( 0 < x < l ) .  P 

Dans ce but, d6finissons d ' abord  une suite de hombre positifs 

Xi~ ~ JJa~."~ J';~ ~"" 

1 
~ - ;  ell supposant x i ,  xz,..., x,, dSjg d6finis, o n  

t rouve x,+~ en r&solwmt l '6quation p (x , ,+~) - -~x , , .  [l suit dc la d6finition 

m6me, que la suite (5) est d6croisstmte et qu' on a lira xn ~--O. 

I1 suit de loL fbrmule (4) qu' on ~ ~ x, ~- V x  ~> 1 pour x ~.~x~ ; supposons 

que l'inSgMitg ehereh6e a lieu pour x ~ x,~ et ddmontrons qu 'el le  aura lieu 

p o u r  X ~ X n + l .  

Soit done x o "~_~ x,,+L. On  a d'aprSs (2) 

p(.co) 1 

xo P(~Co) 

(~.. , ~'V~, y[p(.-'.'.%)]: y,, y ( ' ) :  1) ,,rXo~ = 

I[ faut distinguer ici trois cas :  

1 
1 °) y,  <_ 

D a a l s  c e  ct~s o n  a :  

t 

:> min.fq)(x,  y ) f ( y ' ) d x  ~--- ~[p(xo), Y~] 

p(xo) 

d'of l ,  en  vertu de 1 ° et des propri6t6s de la fonction ¢p~ on a 

mais puisque x o ~ x , + ~ ,  on a p ( x o ) ~  x , ~  donc 

1 - -  
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1 1 t 
2 ° ) ~ Y p ( x o ) ~ y ~ Y p ( x o ) ,  y ( { ) ' ~ V ~  pour  x o ~ { ~ p ( x o )  Q). 

V(a~o) 
> ~(Xo, ~- 

~ 0  

1 7; -  

_ mi,, ~(~o)[V(~o)- ~o]:[?-(~--~.]. 

I1 s ' c n  suit, d ' a p r b s  les condit ions I, 2 ° et  III,  q u ' o n  a 

"¢(xo, -~ 
1 

3°) Yz :> 2- Vp(x,,), done la courbe  d ' in t6gra t ion  y = y ( x )  coupe la para:  

....... 

bole y ~ 2 - V x  dans un point au moins, dour l ' absc i s se  est  .<p(xo).  Soit x '  la 

plus pet i te  de ces  abscisses .  

On a ainsi 

~ 0  

V ~  - -  ~- Vxo 
rain. *(Xo)(X' - -  xo) f x '  - -  xo I " 

Posous  

1 V ~ - 1  VG 

X t ~ 36 o 

On a alol's 

On ~ done 

x' - Xo > 4- Vxo 
V l + t  * 

1 ) a(x.) Vx-o f(l) 1 q~ xo, ~- ~,/xoo ~> lnin. ---4- VI  -I- t ~ "  

1 1 1 /- 
(') Dann le. can i V ~ y , ~ ~  ef~ y(~):~*~.~ imur un ,,ombr,~ ~ au moins 

x0"~.~p(x0~ , voir h.s eonsid6rations du eas 3% 
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D'ailteurs,  en vertu de x ' : >  p ( x  o) oil a 

d [ 
= 

Doric, d 'aprSs V e t  IV on a 

It cst maintenant  ais6 de moutrer  que si la fbnetiou f(y') v6rifio toutes 

los conditions (If(V), l ' iut6grate (1) surpasse 1 pour route courbo qui passe 
pal" los points (0, 0) et (1, l) et qui appi~rtient h h~ classe C'. 

Eli offer, soit y-- , .~(x)  une courbe qui jouit des propri6t6s indiqu6es; 

x o 6 tan t t l u  hombre positif assez petit, on tL 

done 

,O(x0) < Vxo 

I 

~O[x, ,~(x)lfl,V(JJ)ldx > ~(Xo, ¥ 
o 

14 f&,rier 19'36. 


