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THEORIE DES FONCTIONS. — Sur la représentation conforme.
Note ('yde M. M. Laveexmierr, transmise par M. Hadamard.
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Le but de cette Note est de considérer quelques cuestions liées a la cor-

“respondance des frontiéres dans une représentation conforme. Pour les
démonstrations, nous nous servons du principe simple suivant.

Soient D et D’ deux domaines limités par deux courbes simples fermées

de Jordan T et I ; supposons que:1° D’ est contenu dans I et 2° I et I ont
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un arc commun a, b,. Faisons les transformations conformes des domaines D
et D' sur le cercle |w] <1, telles qu’au point w= o corresponde le méme
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hoint dans D et D'. Soient «f et o3’ les arcs de la circonférence |w|=1
P b
g
qui correspondent, d’aprés ces transformations, a I'arc ab qui est contenu

dans a,b,. Alors, dans cés conditions, la longueur de V’arc o’ 3 est inférieure

- ou ¢gale & la longueur de 1’arc}?. I’égalité peut se présenter dans le seul
cas ot D est identique a D’ (*).

Voici des applications de ce principe : :

1. Taionime 1. — SoientD et D' deux domaines limités par deux courbes, I
et T, simples, fermées et de courbures bornées. Dans ces condttions st nous
faisons la représentation conforme de D sur D', le rapport des arcs correspon-
dants de T et T est borné (*).

Par des raisonnements tout semblables on peut démontrer cette autre
proposition :

{*) Séance du 7 juin 1927.

() Ge principe se trouve implicitement dans un Mémoire de M. P. Montel, Sur la
représentation conforme (Journ. de Math., 7°série, 3, 1917, p. 31-32).

(3) Cette proposition est une généralisation d’un théoréme de M. Lichtenstein (Zur
konformen Abbildung einfach susammenhdngender schlichter Gebiete (Arch. d.
Math. u. Phys., 25, 1917, p. 179-180), d’aprés lequel, dans les hypothéses que I'a
une courbure continue et que I' est une cicconférence, on peut affirmer que le rap-
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Tutorime 1. — Sotent D ot D' deuz domaines limités par des courbes, T
et I, sumples, fermées et ayant des tangentes qui varient d’une maniére con-
tinue. Alors, si nous faisons la représentation con forme de D sur D' et dési-
gnons par ¢ et &' les longueurs des arcs correspondants de I' et I, nous aurons

K 0t > ' > K, g+,

ot ¢ est un nombre positlf fixe quelconque, K, et K., sont des constantes qui
dépendent de <. )

De plus, on peut construire deux domaines qui vérilient les conditions
du théoréme II ét tels que la limite inférieure et la limite supérieure du

o’ .
rapport 5 seront respectivement o ct oc.

2. Posons les définitions suivantes :

Dirmimion I. — Soit D un domaine simplement connexe quelconque.
Nous appelons distance relative entre deusx points z, et z, intérieurs a D la
limite inférieure des longueurs des polygones contenues dans D et jolgnant
=y et 5,. Nous désignons cette distance par d,.(z,, z,). Nous appelons dis-
tance relatice entre le point z,, intéricur 4 D, et le point z,, appartenant a
la frontiécre de D, le nombre d.(z,, :2)_—_lin1infd,.(z,,zg), = tendant .

>z,

Vers s, en restant dans D. ,

Dermarion IT. — Nous disons que le point =, de la frontiére de D est azzeine
(inatteint) par un chemin fini, si la distance relative entre un point quel-
conque =, intérieur 4 D el le point z, est finie (infinie).

Cela posé, soit D un domaine simplement connexe d’aire égale a 1 et
soit I la fronticre de D. Faisons la transformation conforme de D surle
cercle || < 1. Soit = f(z) la fonction qui réalise cette transformation.
Nous supposons que f(z,) = o, alors :

TreoriME]l. — Ona 1 — [ f(=)]|< % pour chaque valeur de z,d (s,, ) > o,

ott K, est une constante absolue, ¢ un nombre positif quelconque.
Tucorine 1. — L aire de Densemble des points du cercle |w| <1 qui cor-

port des arcs correspondants est, & un facteur constant prés, plus petit que le module
du logarithme de I'arc de T ‘

La démonstration de notre théoréme est une application simple du principe indiqué
et-du lemme géométrique suivant : Si T est une courbe simple fermée et a courbure
bornée, ilexiste toujoursun nombre positif p tel que chaque circonférence de rayon
plus petit que p coupe T au plus en deux points.
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respondent aux pointsde D o d,(20,5) >¢ estplus petite que %, K, dtant unc
constante absoluc. '

Turonint [1[. — La mesure de Uensemble des points de la circonférence
|wl=1 qui correspondent aux points 5 de ¥ ot d(z., 2) > p est plus petile
que ?3 » K, étant une constante absolue.

Comme conséquence du théoréme 11T nous obtenous immédiatement le

COROLLAIRE. — Dans une représentation conforme dc D sur un cercle il cor-
respond & Uensemble des points de If inatteints par des chemins finis un
cnsemble de mesure nulle de la circonférence.

D’aprés un théoréme de MM. Lusin et Priwaloff (*) on déduit du corol-
Jaire un nouveau cas d’unicité des fonctions analytiques.

TrroriMe b uNICITE. — Dewr fonctions analytiques, holomorphes dans un
domaine jordanien D et prenant les mémes valeurs en chaque point de la fron-
tiére de D qui est atteint par un chemin find, sont identiques.

THEORIE DES FONCTIONS. — Sur les fonctions nzéronzo'/p/ws representées
par un déecloppemenl de Taylor coef ficients rationnels. Note (*) de
\[. Sryripioy SakavrorouLos, présentée par M. Emile Borel.

1. M. Borel dans un Livre (*) de sabelle Collection de Monographies sur
la théorie des fonctions, donnc une, applicétion importante de quelques
résultats qui sont dus & M. Hadamard (*). Ges résultats intéressanls con-
cernent les fonctions méromorphes qui sont représentées par un développe-
ment de Taylor. M. Borel démontre le théoréme suivant :

Une fonction méromorphe dans un cercle de rayon supéricur a ['unité ne
saurait étre représentée dans ce cercle par un développement de Taylor a coc /-
ficients entiers sans se réduire au quotient de deux polynomes @ coef ficients
entiers (). ' N

9. Le théoréme de M. Borel n’épuise pas la question relative. On peut 'y
aller plus loin et déterminer d’une maniére plus compléte la forme de la
fonclion méromorphe donnée par un développement de Taylor & coeffi-

(1) N. Lusix et Z. PriwsLorr, Sur Punicité et multiplicité des fonctions analytigues
(Annales scient. de U'Ecole Normale supérieure, k2, 1923, p. 164). '

(*) Séance du 7 juin 1927.

(*) Lecons sur les fonctions méromorphes, 1903, p. 32-38.

(*) Essai sur Uétude des fonctions données par le développement de Taylor
(Sournal de M. Jordan, 8, 1892, p. 101).

(*) Voir Borer, Bulletin des Sciences mathématiques, 18, 1894, p. 22.



