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Le passage de la moyenne N & la fonction n se fail évidemment dans les
mémes conditions que lorsquil s’agit des fonctions habituelles relatives a
une couronne, mais il n’est plus utile d'avoir une approximation aussi
serrée, vu I'indétermination du second membre des inégalités telles que(2).
On peut introduire dans tous les cas une majorante W(X) de T(¢"), cons-
truite toujours de la méme fagon, a dérivée (4 droite ou & gauche) non
décroissante et telle que W/(X)<2W(X) si W(X)=2W(X); n est
borné par £ W'(logr) et, dans les directions de Borel, nfW'(logr) ne peut
tendre vers zéro que pour deux valeurs au plus. Il est enfin manifeste, que
dans les directions de caractére moyen nul, on pourra comparer N a T?%

81, ..., tant que les fonctions introduites croissent plus vite que
(logr)®.
THEORIE DES FONCTIONS. — Sur une classe de représentations continues.

Note de M. M. Lavrentierr, présentée par M. Hadamard.

Dans cette Note je me propose d'indiquer quelques propriétés d’une
classe de représentations continues des domaines plans.

\. Définition. — Nous dirons qu'une fonction = f(s) de la variable
compléxe z est presque analytigue dans un domaine (D si cette fonction jouit
des propriélés suivantes :

i* La fonction f(z) est définie, uniforme et continue-dans le domaine @
du plan z=.

2° Exception faite d'un ensemble dénombrable et fermé de points 35, la
fonction & = /(=) réalise une correspondance homéomorphe entre les voi-
sinages, suffisamment pelits, des points =, et o= /(3,); s1 dans lc m¢me
volsinage de 3, 5 décrit une circonférence dans le sens positif, le point
# — f(z) décrit une courbe simple fermée dans le sens positif.

30 1] existe deux fonctions réelles p(z)Z 1 et 6(3) de la variable s telles
(que : a, p(=) est continue dans @2, B(s) est continue en chaque point s de (@
ol p(=) £ 1. b, construisons dans le plan z U'ellipse & : s est le centre de &,
I’angle entre le grand axe de & et I'axe réel est égal 4 0(z), a el b étant les
axes de &, nous avons 1 < a : b= p(z). Cela posé, nous avons

fim Sz} — f (%) g
P 1 J‘{ fon ) - _,.rt =0/l

SE=)— f(30)]

oil =, et =, sont des points de & pour lesquels I'expression
alteint respectivement son maximum et son minimum.
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Les fonctions p(z) et 0(s) seront appelées fonctions caractéristiques de la
fonction presque analytique f(z).

Si nous supposons que la fonction caractéristique p(s) est bornée, nous
obtenons une classe de fonctions analogue 4 une classe de fonctions consi-
dérée par M. Grotzseh (').

2. Propositions préliminaires. — Indiquons quelques propriélés des
fonctions presque analytiques univalentes.
Lewwe 1. — St w = f(z), | f(0) = o] estune fonction presque analytique

etréalise une représentation homéomorphe du cercle |5 <1 surle cercle w|< 1
et st 0=p(s)— 1<z, alors, quels que soient le point = et le nombre :,
o < p < 1— | 35|, nous avons

L %l “:_P Gl i, < B A SRt p<d 2
£) = <. -5, OS50 < 2T, 0% Q< X0
1) < | eI <o 4 cy<an
ol l|m ¥i(e)=—0, r,( ) ne dépend que de < et ne dépend pas de f.
Z el
LEM}IE II. — Quelle que soit la fnnc!ion analytique réelle x' = o(x) de la
variable réelle x. o(—1)=—1, 2(1)=1, ¢'(x) > 0 pour || < 1, on peut
construire deux fonctions anrrlyuquea f, ) et f.(z) telles que :
a. f z)est univalente pour|z <1, Imszo0; f.(z Yestunivalente pour|z| <y,
JdmzZo

b. fi(@)= f[2(2)], —1<a<1;

c. si|z |81, ImayLoet|s,]|S1, Ims, >0, alors [(z,) 7 fo(3.2).

3. Théoréme d’eaxtstence. — Des lemmes | et 2, il est facile de déduire les
résultats suivants :

Tueortme 1. — Quelles que sotent les fonctions p(z), | p(z) >1] et 6(z)
3|1, p(5) continue pour || <1 et )(z) continue si p(3)=£1,
on peut construire une fonction presque analytique w= f(3), f(0)=o,
J(1)=1. qui réalise la représentation homéomorphe du cercle || < 1 sur le
cerele des caractéristiques données p(z) et 0(3).

Tutoreme 2. — Soient p(z) et 0(=) deux fonctions qui veérifient les condi-
tions du théoréme 1 pour 3 == o. Désignons par q(r) le mazimum de p(z)

: N " dr i ) .
pour ':|:r. St est dn‘ergente an p(’HI constrire une fonctmn
P G < A ! :

presque analylique w = f(3) dont les [fonctions caractéristiques sont les /bnr—
tions p(z)etl(z) et quiréalise la représentation homéomorphe du cmct’f /<1
sur le cercle | w| < 1.

(') Ber.der Sachs. Acad. Wiss., 80, 1928, p. do3.
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4. Applications analytiques. — Les théorémes suivants sont basés sur les
théorémes | et 2 et sur la remarque suivante : Soit F(s) une fonection
presque analytique dans le cercle | = < 14g,& >0, et solent p(z) et 0(z)
les fonctions caractéristiques de F(z). Construisons la fonction f(5) du
théoréme 2 el désignons par 5 =3(w) la fonction inverse de f(3); alors la
fonction If[ 2(3)] est une fonction analytique et réguliére dans |5 | <1.

Tutorene ot M. Picann. — Soit v = f(z) une fonction presque analvtique
pour | 5| < 1, 5'5£ 0. Supposons qu¢ la caractéristique p(z) veérifie les condi-
tions du théoreme 2 et que, pour = — 0, la fonction [(5)ne lende vers aucune
limite finie ou infinte. Dans ces conditions, I équation f(z)=a admet une
infinité de racines au votstnage du point s = o, sauf peut-étre pour unc seule
valeur a ().

TuroniMe v'uNiclte. — Deux fonclions presque analytiques dans un
domaine @, ayant les mémes caractéristiques p(3) et 0(z) ct coincidant sur
un ensemble de points ayant un potnt limite dans @, coincident identi-
quement.

Tatonrine pe Fatov. — S f( ) est presque analytique et bornie pour|z! <1
et si les caractéristiques p(3) et 0( =) vérifient les conditions de Holder

| pls+As)—p(s), < Az ¥, 19z 4 As)y—8(3)]=< | AslE,
il caviste sur la circonférence | 5| =1 un ensenble E de mesure 27 tel que f(z)

tend vers une limite détermince quand 3 tend vers un point quelconque de L.
en suivant un chemin non tangent & la circonférence. |

Ce théoréme cesse d'étre vrai si 1'on remplace les conditions de Holder
par les conditions de continuité.

5. Applications géométriques. — Soit §: 7 =F(%, ) une surface dans
I’espace euclidien, les fonctions F, oK 0%, oI [0 étant définies el continues
pour toutes les valeurs finies de Zetr. D’aprés le théoréme 1, on peut
faire la représentation conforme de S surle planousur le cercle 2 472 < 1.
Dans le premier cas, on dit que la surface S est du type parabolique; dans
le deuxiéme cas, que S est du Lype hyperbolique.

Tutorine 3. — Désignons par g(z) le maxtmum de (gradF (%, v,) | pour

By Lot Sa'f drlrq(r)diverge, S est du type parabolique.
]

On peat indigquer quelques classes de surfaces S du type hyperbolique.

(') M. Gritzsch a démontré celle proposilion dans le cas ol p(s) est bornee

(loc. eit. ).



