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As an example we may analyse the case of the system of the second
order with the characteristic function
H-_:(l -t %)y2+‘2xy+ (1 -+ %) e~ Hy (x, y),

where Hy(z,y) is any function that does not contain in its development
terms of lower than the third order.
It is evident thas at ¢ >0, H is a definite positive function. As

g 1 . 2 , o
E:——t—gyz—-ﬁw%—e ‘«H (=, y)
for every £>>0 is a definite negative function, the trivial solution
z=y=0
of the corresponding canonical system is stable.
State Astronomical Institute. Received
Moseow. 14.X1.1934.
MATEMATHRE A

A. BEPMAHT i M. JABPEHTLEB
0B ABCOJIOTHRIX KOHCTAHTAX THIIA A. BJOOXA
(ITpedemacaeno axademuxon H. 3, Bunowpadosss 1 XIT 1934}

1. Paccevorpnu cemeficrso pyrrnmit §F(2)}
W=F()—z4+a,2+ ...,

peryagpuEEX B Epyre |2| < 1.

Hspecrnas reopema A. Buoxa (') cocrour B cuenyiomen yTBeDEICHUT:
PHMAHOBA LIOBEPXHOCTH, npomnssoxmmas noboli dymkmuefi cemeficrea {F(2)!,
CONePKUT ONHOMUCTHEI KPyT paguyca, He MeHBIIEro HexoTOpoil abconioraO
KOHCTAHTH B,

Uz sroft TEOPOME cielyeT, 9T0 BHaTeHHA di060f QYHKIHA ceMelicTRa
HOKPHBAIOT EPYT (B NAOCKOCTH ¥), PATHYC KOTOPOrO He MEHLIIE HEROTOpOil
a6coamTrOM KomcTamTn L - (B < L)

Teopexa o cymecrsopasunm romcramter L 6maa B HoCaeIYOMAX pabo-
rax (Monreas, Ilpusazos, Barmpor u xp.) cymecrsermo momommema. Han-
Gozee CHARHEIM PE3YABTATOM B HTOM HANpPABIEHWH ABIZETCS rTeopema Bain-
poma (1926).

OGosnaumu wepea (R, «), B> 0, 0 < o < =, Beskyn 06aaeTh, KOTOpPaA
goxyTaeTcA ymaieBHmeM us Kpyra |w|< R kpyra, BuaumMoro ms pagana K0Op-
AREAT OOX yraoMm 2, a depes K («, F)— manGoxsmee smavenme R, 1us roro-
poro cymecrByer obaacte C(K, o), nokpmsaemas sradsemnusym F(2), opa
|2| << 1. Baampon noxazam,uTo a8 KamL0ro #, U <{a <=, cymecTnyer moXoERA-
TeAbRAA HUKHAA rpavnna V(o) dysxnmonara B (z, F)*

Jlo HacTOsmero BpeMeHH He HZBBECTAO KAK TOYHHX YHCIOBHX SHAYGHHIL
xoHcTaur I3 m L, rax w Buja Qpysxmum V(a)®*

B nacroamefi saMeTke MH mMeeM B BHIY OTMETATE OfHE pesyJnTaT aHa-
aorauboii reopeme Baaupowa. las noxyverroft mpu sToM abcomoraofi $yEER-
THE HaM Y18eTCA JaTh €6 TOYHO® AHAIHTAYECKO® BHDAXeHHe,

* Bamerny, gro V{0) = 0.

* Maa pasanysnx moncemedicrn cexeficrsa {F (2)} (PyHemmm omuormerspe Grpaui-
ReHuLne, ynoriernopaiomme yeaosni F(z)gk0 npn 2 §0) ME uMeey pan TOTHEIX Omemorn
LIS PASTHTHEX o01acrell, TORPHBACMEX gHagenmsisn IVHENHT 9THX Kaccan (ILete, JTan-
xay, Rapareoanpmn, Poroannernii).



2. O6osmaunm wepes U (R, o, ¢) 106y o6IxacTh, MOAyIaeMyIo yAaleHAEM
a3 Epyra [w| <R kpusoamHeilHOr0 YeTHPeX yroibHAKA

plargw<lo+a, 0o 2 r<|w/<<gr, 0<r<L
Teopexa. Kakoss 6u nu Gwak wucia o w g, 0 <<a <<, >0 u Kaxosw 6n
nu Gwaa gynnyua I(z) cemeriemsa {F (2)}, eceida eyweemsyem obaaems C(V, o, q),
V>0, noxpweaemas suovenusmu F'(2), |2/ <1, we V sasucum mosxo om o u q.
B cayune, ccan o 4 q ROJHUHAIOMCA YCAOSURM

0(25111%._{;&, O<La<<w)
1<e<—p

we d — HEKOMOPOe NOAOHCUMEABHOC UUCI0, MEHBULEE EOWHUUB (HUNCE ONPereAReMoe),
V (o, q) pasuo Menvuiesmy us deyx wucea
V(1 — ™) |1 —ei%| MOI—g)l-q(¢g—1)
2y (1— e—i%) . 21v (1 —g) ’
e v — ghymnnuus, ofpamuas MoCyasprod.,

Ilonygennnie Bupamennda nas V (o, ¢) — OKOBYaTeNLEHE: KAKOBO OBl HE
6xmo B> V (2, q), cymeorsyer (hyExnug cemeiictea {I'(¢)}, spaveHna KoTO-
poil upu 2| <1 He mokpusanT Haxaxol obuactu C(R, a, ).

CymecTBoBarme m BHpamenme xis F (o, ) moxydaoTca B3 pemieEHs
clelywoIeli sECTpeMalbHoll Bazawn: .

ITyems 3f (2)} cemeiiemed gynxunii w=f (), pesyaspuwx 6 xpyie | 2| <1 w yoo-
BACMBOPRIOUIUL YCAOBUIM:

1) f (0)==0. "

2) Suavenun f(z) ve noxpwearom nuxaxoi ofaacmu C'(1, o, g).

Tpebyemes onpedeaums eeprnion wpanuyy swavenuit dynxyuonasn |f(0)] dan
acew fhynnuudi cemericmea 4f (2)).

O6osmauas uepes K (o, ) VEABAHHYIO BOPXHOIO I'DaBAINy, OY6BHIHO
OyneM nMeThk

(1

1

Vil? g,} — K{m’ g}.

3. YkameM KpaTko HA Xapakrep pelleHHE SECTPEMalbHOIl Bazadm.
Kaxnaa Qysenma w=—f(s) ceMeiicrea {f(¢)} noax=a BHOYCKaTE MO
kpaligeii Mepe xBe Tourm w=—7r¢'Y m w' =1+ e'¥, upmaem

f‘-""\:r!<1a
i r lr
ot s (o pign Lo 8

Besaxkywo ¢ymrngn w=—f(z), BuOycKaomIy0 KpoMe TakKiX IBYX TOYeK eime
EaEHe-HHOYIEL JAPYrae WIH HMOOMIVIO KPATHHEe TOYKH, MOKHO HA& OCHOBAHHH
npuanuna Jlusgeneda (®) mermogate n3 pacemorpenms. Taxam oGpasow,
(pYHEOHD, JA0IIYI0 BePXHIOD TPAHBUIY 14 ]E (0)|, my:x80 mekaTs cpenn QyHK-
naif MOTyAApHOrO THNA, ONpejedeHHHX B 7| <1, KoHeYHEe HCEINYHTEALHEIe
3HAYEHHA KOTOPLIX YNOBIETBOPHAIOT OJHOMY HS ycaopmii (2).

Momno cauTath w =1, 4r0 BHIEIUT H3 yKABAHHOLO CeMeliCTBA MOJY-
agpesx pysrmali yEEOEE ¢ BANGOIBIIAME BOSMOWHEIMH , PACTAHOHBAME",
ITpm srom, pacramenne ¢ (8Eauenne |f'(0)|) MomHO paceMaTpHBaTh Kak PyHK-
OuK© BTOpoil BHOYckaeMofi Togkm w. C nomomew pana mpeobpasoBammii po-
MPOC NPHBOJAUTCA ¥ U3YJIeHEHI0 BHpaReHHd
u! . 1
Pl | /1n ’f| ’

14w

e 1 —wu
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rre =u(C), 4 (0)=0,— Ppynrmus, pearusyouas rou(popMEce oToGpaKenne
HOROTOPOTO KPHBONHHEHHOTO TPEYTONBHHKA ¢ HYIEBHIMA YIIAMH Ha BePXHBIO
monynuaockoers. Hammomy smawemmio { (e u) coorBeTCTHYeT OonpefeleHHO®
BHATEHUE BTOPOHl BHIyCKAGMON TOUKH % H, CaeTOBATeARHO, OIpejeNeHEAR
(PYHEOEA MONyAAPHOTO THOA. =

4. Toure {=u=0 orsewaer w=1, aro OPHBONHUT K CIAYYal0 COBIAje-
HHA IBYX BHIOYCKAGMHX TO4eK, IpUYeM ¢ =— cc. B0 BCeX OCTANBHHEY KOHeu-
HEX TOYKAX IOAYIIOCKOCTH ¥, ¢ ecTh HellpepHBHas (yHRLAH.

Cexropy |w| <1, <9< 2r—a cooTseTcTBYeT HeKOTOpas KOHe4YHad
00axacTe B mI0CKOCTH %, Tne (YHKOES ¢ JOCTHTNAeT MAKCHMYMa e =K, (z)
OyCeTh B T0uEe ;. llocaexmel nyers orpesaer Touxa w,. Caenoparesnno, K, («)
OOtk PACTANCHEC B HAYANE KOOPIHHAT MOXY.spHOR (yeEmum, onperelennof
B |¢| <1 u Bunycraomef rpu srauenns: 1, w0, , oz

Cexropy

lw| < £ P % < ¢ < 0 COOTBRTCTEBYET Takme HexoTOpas KOHEeT-
q’ =T = 4

Had 00JaCTE B UI0CKOCTH %, TN¢ QYBEIHA ¢ JOCTHTAeT MAKCHMYME, oc=HKg(a,q),

nyere B roure #,. llocmenmmeii nycers oreeuaer Touka w,. CaenoBareasro,

K, (¢, 9) ecte pacramesme B magaze EOOPANHAT MOAYAAPHOH (pyHEIHH, BH-

Uyckaomeid rpu sEagemna: 1, w,, co.

Doxpmee us wmeen K, (x) m K, (2, ¢) n apisercs MCKOMEM 3HATCHHOM
dyrrnan K (z, g).

pa o 1 ¢, yrosaetopsomux yeaosuam (1), MomHO YkasaTe TouHOe
IOI0EEHHe TI9eK W, | 1.,.

JMuEpm ,passoro pacrmmenma‘ o= (> C, 8 orpamuvenmoil oGmacra
fPA Zoeratouro Goasmon () GYAYT MPOCTHMM, BEITYKILIMHE, 3aMKH Y THMU EpR-
BRIMIL IHHUAMIT, OKPY/KADIMAME TOYEY w=—1 U BAOMEHHEMY OaHA B ApYrymo.

OGosmagum qepes d Taroe wuexo, wTo aumAm »PaABHOTO pacTawerus”,
npoxongmue vepes mobywo Toaky w, |w— 1| < d, o6aaganr BeeME TOABEO-uTO
YEa3aHEHIMH CBOIICTBAMHE.

‘o 1
Mu maxonmm, wro w,=e'* n w’:E. Touras rpamumnma K (x, g) pasua

GombmeMy m3 pacrameHuii JBYX MOAYAAPEEX (YHENNIl, XapaKTepHBYeMHX

CASNYIOMMAME BHIYCEaeMHMU roukaMu: 1, ¢ oo u 1, —, oo,

5. Ecam o6osmauurs epes v $ynrnnn, 06parayo MoxyaapEOH PYEEIHY,
OmPeselieHHOL B BepXHell MOAYNIOCKOCTH B BHIYCKAOmMeR TOIRE 0,1, o=, T0
@ MPOCTO BHPpaiKAETC Tepes HBBCCTHOe BHpaxkenHe Kapareonopm

27y (1—-3;)

vl (1.._i)
w

K, («) u K,(a, ¢) cyTh MakcHMAIBHE 3HATEHHS HTOTO BHDA&EeHHA B COOTBET-
CTByIOIAX obxactaxX. Foau mMeor Mecro yomosns (1), To K (2, ¢) paBHO 602b-
eMy H3 IBYX uHCcel:

1

ol ==l

2Iv (1 — %) . 2Iv(l1—gq) E
V(1 —e— | [1—e® *  |W(1—g)|-q  q—1

1
Eecan Touka — nemur BHYTPH IHHHH ,PABHOr0 PacTAEeHEA®, npoxons-
g n

mel depes TOUKY ¢'* To BTopoe WHCHNO Gyner Goanmre. B npormsrOM cayuae
Soabmmy Gyner mepsoe wmexo. K amoid nocaeduedi woncmanme mpusodum sadaua
0 nowpwmu cckmopn ¢ eepuanoit 8 w==_0 u pacmsopom 2 — .



AnasoraueuM 00pPA30oM MOKHO JOK8BATH TeOPEMY: IHAMeHUS A0601l ghiyri-
wuw cemeacmen 4 F'(2)} noxpweasom wan xpip |w| < A (k) uan xoasuo
kA () <|lw| << KA (),
v (1——) 6—1
1 — (KOoHCTAHTA — TOYHAH ).
21v (I = T) 2

wel < k< KL 1+da A(k)=

Maresmarmuecrmit mueTuTyr v, B. A, Crexaona, Hoerymmto
Axageman Hayx CCCP. 1 XT1 1954,
Mocuna.
MATHEMATIQUES

SUR LES CONSTANTES ABSOLUES ANALOGUES A LA CONSTANTE
DE M. A. BLOCH

Par A. BERMANT et M. LAYRENTJEY
(Présente par I. Vinogradow, de U Académie, le 1.X11.1934)
1. Considérons une famille de fonetions {F'(2)}
w=F@E=—=z4+a2+ ...

réguliéres a lintérieur du cercle 2] <1,

D’aprés un théortme bien connu de M. A. Bloch (*) on a le résultat
suivant.

Quelle que soit la fonction F(#2), le domaine riemannicn correspondant
au cercle-unité contient un cercle & un szeul feuillet de rayon supérieur
a une certaine constante absolue B.

I1 résulte ¢évidemment de ce theéoreme que les valeurs d'une fonetion
quelconque de la famille couvrent dans le plan w0 un cercle dont le rayon
est au moins égal & un nombre L, (&< L), ce nombre étant le méme pour
toutes les fonctions de la tamille.

Le théorsme sur l'existence de la constante L a ¢té complétd essen-
tiellement dans des travaux ultérienrs (Montel, Privaloft, Valiron). Le résul-
tat le plus important dans cet ordre d'iddes est dit & M. Valiron (1926).

Designons par C (R, a), £>0, 0 <a <7, chaque domaine qu'on obtient
en enlevant du cercle |w|<C I un cercle vu de lorigine des coordonnces
sous un angle «. Soit B (2, F) la plus grande valeur de B telle qu'il existe
un domaine C (R, ) convert par les valeurs de F(2) pour |z <1.

M. Valiron a démontré qu'il existe pour chaque o, 0 <« <=, une horne
inféricure positive V («) de la fonotionnelle E(x, F)*:

Jusqu'a présent on ne connait ni les valeurs exactes de I et L, ni
I'expression de la fonetion V (a).*

Dans le présent travail nouns donnons un résultat analogue au théo-
réme de M. Valiron. Pour la fonction absolue qu’on obtient dans ce cas
nous pouvons trouver une expression analytique «xacte.

. Désignons par C(KR, «, ¢) un domaine quelconque qu'on obticnt en
enlevant du cercle |w| <K un quadrilatére curviligne ¢ <argw <g-+ 4,

0L o2, r<|w ¢gr, 0 r <L 1.

* Remar quons que ¥F(0)=0.

** Pour certaines familles contenues dans la famille { ' (2)} (des fenctions univa-
lentes, bornées, veérifiant la condition ¥ (z) 4 O pour 25§ 0), on a evalué exactement cer-
tains domaines couverts par les valeurs des fonctions de ces clagses (Koebe, Landau,
Carathéodory, Rogosinsky).
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Théoreme. Quels que soient les nombres o et q, 0o <m, >0, et
quelle que soit la fonction F'(2) de la famille {F(2)}, il existe loujours un do-
maine C(V, «, q), V>0, couvert par les valeurs de F(2) ponr |z| <1, ot la fonc- -
sion V ne dépend que de o et q. Dans le cas ot « el q vérifient les conditions

0< 2sin5 <d, 0<La<ln
1
1<q$-‘=:1_.d’

oir d, 0 <<d <1, est un nombre que nous définissons par la suite, V (w, q) est le
plus petit des deux mombres

Ma—e1—e® ,  MO—g)|-gg—1)
2Iv (1 — e—1%) : ok (1 — q)

v étant la fonction inverse de la fonction modulaire.

L'expression obtenue pour ¥ (a, g) est définitive: quel que soit R>V (%, 1),
il existe un fonction de la famille {F(2)} qui ne couvre aucun des do-
maines C(R, a, g). Nous obtenons lexistence et I'expression deo ¥V (a, q)
en considérant le probléme extrémal suivant:

Soit if (2)} une famille de fonctions w="f () régulicres dans le cercle-unité
|2| < 1 et jouissant des propriétés suivantes: 1) f (0)=0; 2) f(2) ne couvre aucun
domaine C(1, a, ). Il s'agit de trouver la borne supérieure pour les valeurs de la
Fonctionnelle |f (0)], £(2) C {f(2)}. Désignons par K (2, 9) la borne supérienre

indiquée; il est évident que l'on a

1)

1
V ———
(¢, 9) K 9
3. Chaque fonction w=Ff(z) veérifiant les conditions du probléme
extrémal omet de prendre au moins les deux valeurs w= re® ot w' —1r'e'?,

pour r <L’ <1, ,
9—¢|>a ou lp—gl<z, T>g

Chaque fonetion w=—f(2) qui en plus de ces deux valeurs en omet
encore d'autres ou bien qui a des points multiples peut &tre exclue
de nos considérations en vertu du principe de Lindelsf(®). Ainsi, la
borne supérieure K (2, ¢) doit étre cherchée parmi les valeurs S (O,
les fonctions f(2) etant des fonctions de type modulaire, dc¢finies dans
|| <<1 et dont les valeurs exceptionnelles finies vérifient l'une des
conditions (2). :

On peut prendre #/=1; on obtient alors dans la famille indiquée des
fonctions modulaires, celles qui ont les plus grandes valeurs de If" (0)]. On
peut d’ailleurs considérer la valeur s=|f"(0)| comme une fonection du se-
cond point exceptionnel w. Au moyen de quelques transtormations la ques-
tion se réduit a 1 ’examen de P'expression

%]t 3

ot w=u(®), u(0)=0, est une fonction réalisant la reprdsentation conforme
d’'un certain triangle curviligne sur le demi-plan supérieur. 11 correspond
4 chaque valeur de { (ou de ) une valeur bien déterminéee du second point
exceptionnel w, donc une fonction bien déterminde de type modulaire.

4. Au point {=u=0 correspond la valeur w=1, ce qui conduit an
cas ou les deux points exceptionnels coincident, et d'ailleurs 6= co. Dans
tous les autres points finis du demi-plan w la fonction & est continue.

2)

I

e

?
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11 corregpond au sectenr [w| <1, a <L o< 27— un certain domaine
fini dans le plan des w, ou la fonetion ¢ atteint son maximum ¢:= K, (&) en
un certain point w;. Soit w; le point que correspond 4 ;. Done K, (x) est
la valeur de |f; (], f, (¢) étant une fonction modulaire définie dans |2} <1
et ne prenant pas les valeurs 1, w;, .

A 1 i
11 correspond de méme an secteur |w| @;—g-, — 2L gL o un certain

domaine fini dans le plan des %, ou la fonction ¢ atteint son maximum
c=2K,(%, ¢) en un certain point %,. Soit w, le point qui correspond a wu,.
Done, K, (x, g¢) est la valeur de |f,/(0)], f,(2) étant une fonction modulaire
ne prenant pas les valeurs 1, wy, oo.

Lo plus grand des deux nombres K, («) et K, («, ¢) est la borne exacte
K (a, g) cherchée. Si o et g vérifient les conditions (1), on peut indiquer
le lieu exact des points w, et w,. Les lignes ol ¢ est constant, 6 = 02> (),
situées dans un domaine borné sont, pour €, assez grand, des contours
convexes fermds entourant le point w=1 et contenant les uns les autres.

Soit @ un nombre tel que les lignes ¢=const. passant par un point
arbitraire w, jw— 1| <{d jouissent de toutes les proprictés indiquées.

Nous trouvons w, =¢'* et wgzi. K (a, q) est égale & la plus grande
des deux valeurs |, (0)] et |[£,/(0)] ol les fonctions modulaires f; (2) et f, (2)
sont caractérisées par leurs points exceptionnels 1, €% oo et 1, .y i

5. Si 'on désigne par v la fonction inverse de la fonetion modulaire, dé-
finie dans le demi-plan supérieur et ne prenant pas les valeurs 0, 1, co on peut
exprimer ¢ simplement an moyen de l'expression connue de Carathéodory

27Ty (1 — -1—)
w 1

=2 [Z] =%
w w | W
K, (z) et K,(a, g) sont les valeurs maxima de cette expression dans les
domaines correspondants. Si les conditions (1) sont vérifides, K (o, q) est le
plus grand des deux nombres
27y (1 — %) . 2Iv (1 —q) 1
M A—e®) - 1—e®] T M—g)]-g g—1

; ; 1 R | T .
Si le point 5 est & lintéricur de la ligne ¢=—const. passant par le

point €% le second nombre surpasse le premier. On a l'inverse dans le cas
contraire. On arrive a celte derniére consiante en cherchant @ resoudre le probleme
du recouvrement d'un sectewr ayant le sommet au point w =0 et U'angle égal a 2m—a.

On démontre dune maniére analogue le théortme: les valeurs d'une
fonction quelconque de la famille {F(2)} couvrent ou bien le cercle |w| < A (k) ou
bien l'anneau LA (k) <lw! << KA%), ot 1 <k< K<1+d, et

vl (1_-;17) (ke — 1)
A= 3 (cette congtante est exacte).
.‘Hv(l——-) . k2
k.
Institut mathématique V. Stekloff. Manuscrit regu
Académie deshfuiences de FURSS, le 1.X11.1934.
oscou.
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